EXERCICE 9

On considere la fonction & définie sur ]O ; +oo[ par A(x) = L , et (H) sa représentation graphique
X

dans un repere (O; T _T). Soit M le point de (H) d’abscisse a > 0.

a) Déterminer 1’équation de la tangente (T) a (H) en M.

b) Cette tangente coupe 1’axe des abscisses en D et I’axe des ordonnées en C. Déterminer les coordonnées de C et D.
¢) Montrer que, pour tout a > 0, I’aire du triangle OCD est égale a 4.

d) Déterminer 1’équation de la normale (N) a (H) en M.

e) Pour tout a # 1, F est le point d’intersection de cette normale (N) et de la droite (d) d’équation y = x. Poura = I,F a
pour coordonnées (2 ; 2). Montrer que I’abscisse de F est M.

f) Montrer que, pour tout a > 0, DF . CF =0 . Que peut-on en déduire ?

CORRECTION
a) L’équation de la tangente (T) & (H) en a est donnée par y = f ‘(a)(x - a) + fla) = —(x a) + dou(T): y= —); g
a

b) Le point D a pour ordonnée 0 et pour abscisse la solution de I’équation 0 = —2 + g soit x = 2a ; D(2a; 0).
a a

Le point C a pour abscisse 0 et pour ordonnée y = Q 12 =5 CO ;g).
a a

¢) Le triangle OCD est rectangle en O et I’aire (OCD) = OCxOD/2 = nga/2 = 2 pour tout a >0.
a

d) La normale (N) a (H) en M(a ; L ) est perpendiculaire a (T) ; le produit de leur coefficient directeur égale -1, donc le
a

coefficient directeur m de (N) vérifie mx —12 = -1 d’oum = a?;’équation de (N) est y = a% + L. a.
a a

e) (N) coupe (d) au point d’abscisse x vérifiant I’équation x = a?c +i -
a
4
s_1-a _(I-a)(+ad?) dotl x = a’+ 1 Sla;é]alorsF(a + 1 a2+1)'
a a a a a

d’ou (1 —az)xzi—a
a

f) DF (] a’ a + ]) tCF( a’+ 1 a ) d'ot DF.CF = 0 pour tout a>0, donc DCEF est rectangle en F.
a



