COURS 1S LES SUITES NUMERIQUES

A. Notation - Définition

Définition : une suite numérique (u,) est une application de N dans R.

On note (u,) la suite de nombres uy, u;, uy,..., Uy, ... Le nombre u, est le terme d’indice » (ou de rang n). u, est le
premier terme de la suite.

Exemples : u, = 3" (formule explicite en fonction de n ) , u, = (1 + 5/100)" , #,,; = 3u,, + 2 et u, donné ( formule
récurrente : un terme de la suite s’écrit en fonction du ou des précédents ), u,2 = U, + | + u, €t u, donné ...

B. Les suites arithmétiques

La suite (u,) est une suite arithmétique s’il existe un nombre réel  tel que pour tout entier naturel 7 , U, = u, + r.
Le réel r est appel€ 1a raison de la suite.

Propriétés : Pour tout entier naturel n, u, = uy + nr . Pour tous entiers naturels netp , u, = u,+(n—p)r.
Somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique : S =n X (demie somme des termes extrémes) .

k=n

u,tu
Exemples : uy+ uy+...+ u, = z u, = (n+1) Zo
k=0 2
- - s n(n+1)
la somme des n premiers entiers consécutifs non nuls est égalea 1 + 2 +3 + ...+ n= 5
Démonstration : On écrit la somme de deux fagons différentes : S=1+2 +3 +..+m=-1)+n

S=n+nm-D+n-2)+..+2 + 1.
On effectue la somme terme a terme ;onobtient : 2S=14+n+2+(n-1)+3+n-2)+...+(n-1D)+2+n+1

+1
onsimplifie : 2S=n+1+ n+1+ n+1+...+ n+1=nmn+1);doncS = an ).

C. Les suites géométriques

La suite (#,) est une suite géométrique s’il existe un nombre réel g tel que pour tout naturel n , u,,, = qu, .
Le réel g est appelé la raison de la suite.

Propriétés : Pour tout entier naturel n , u, = uy X ¢" . Pour tous entiers naturels n et p , u, = u, X ¢" " .

n+l

Somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique : S = premier terme X —4 q#*1,
I—¢q
et S = n X premier terme si g = 1.
k=n 1_ n+l l_qnﬂ
Exemples : uy+ uy+...+ u, = Z U =ty ——— . l+g+¢@+...+¢'= ———.
k=0 I—¢q l—¢g

Démonstration : Pour tout réel x,on ax"*' =1 = (x — 1)(x" + x" '+ ... + x> + x + 1) (vérification par

n+l

développement). D'ou, si x # 1, =x"+x""'+...+x +x+1;dou le résultat.

xX—

D. Sens de variation d’une suite

Définition : Soit (u,) une suite de nombre réels. La suite (u,) est croissante si, pour tout entier naturel 7, u,.1 = u,.
La suite (u,) est strictement croissante si, pour tout entier naturel n, u,,; > u,.

La suite (u,) est décroissante si, pour tout entier naturel n, u,,; < u,.

La suite (u,) est strictement décroissante si, pour tout entier naturel n, 1, < u,.

Technique : a) on peut chercher a comparer u,,; — u, a 0, ou si tous les termes de la suite sont strictement positifs,

un+l N
comparer —— a 1.
u

n

Si pour tout entier naturel n, u,.; —u, = 0, alors u,,; = u, et la suite (u,) est croissante.
Si pour tout entier naturel n, u,,; —u, < 0, alors u,,; < u, et la suite (u,) est décroissante.
b) Si u, = f{n) , alors les variations de f sur [0 ; +oo [ donne les variations de (u,,).

=
<

Exemple : sens de variation d’une suite arithmétique : f{in) = u, + nr, f est une fonction affine;
si r> 0, (u,) est strictement croissante ; si r <0, (u,) est strictement décroissante ; si r = 0, (u,) est constante.



E. Suites majorées, minorées, bornées

Définition : Soit (u,) une suite de nombre réels. La suite (u,) est majorée s’il existe un nombre réel M tel que,
pour tout entier naturel n, u, < M.

La suite (u,) est minorée s’il existe un nombre réel m tel que, pour tout entier naturel n, u, > m.

La suite (u,) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Technique : pour montrer qu’une suite est majorée (resp. minorée ), et si u, = f{n) , alors on cherche a majorer
(resp. minorer ) f{x) sur [0 ; +oo [ .

Exemple: u, = . Cette suite est majorée par 1 et minorée par 0. Elle est donc bornée par O et 1.

n+1

F. Limite d’une suite
Définition : Une suite (u,) est une suite convergente vers / si tout intervalle ouvert contenant / contient tous les

termes de la suite a partir d'un certain rang. Le nombre réel / est la limite de la suite (u,), on écrit limu,

n—+oo

Une suite est divergente si elle n’est pas convergente ( sa limite est infinie ou n’existe pas ).
Technique : si u, = f{n) , alors la limite de la fonction f en +co est la limite de la suite (u,).

Théoremes ( de comparaison ) : Si, & partir d’un certain rang, u, < v,etsi M U, =400 alors 1M V, = 4o .
n—+ow n—+ow

Si, & partir d’un certain rang, ‘u —l‘ <v,etsi MV, =0 alors lmu, =

n n—+oo n—-+ow

Si, & partir d’un certain rang, u, < v, et si les deux suites convergent, alors limu < lim v
n—+oo n—+o

Théoréme des gendarmes: Si, a partir d’un certain rang, u,< v,< w, et si /M U, = lim w —j qlorg lim v —

n——+oo n——+oo n—-+oo

Démonstration du théoreme des gendarmes: La suite (v,) converge vers /, donc tout intervalle ouvert contenant /
contient tous les termes de la suite (v,) a partir d'un certain rang n, . De méme, la suite (w,) converge vers [, donc
tout intervalle ouvert contenant / contient tous les termes de la suite (w,) a partir d'un certain rang n, . En prenant
ny = max(n,, n,), tout intervalle ouvert contenant / contient tous les termes de la suite (u,) a partir du rang n,
puisque u, < v, < w, . Donc la suite (u,) converge vers .

Exemples:

> Soit la suite (u,) définie par u, = j_ . On a u, = f{n) avec f(x) = Ll . Comme lim f(x) - 1, alors
x+

n x—+oo

lim u, — 1 et cette suite converge vers 1.

n—+ow

» Soit la suite (u,) définie par u, = 2" . Pour tout entier naturel n, u, > 0et u,,, > u,, donc la suite est

strictement croissante, minorée par 1 et non majorée. /M U, = 4o, donc la suite est divergente.

n—-+ow

. . e 2n+(—1)" N . .
> Soit la suite (u,) définie par u, = # . On considere alors les suites (v,) et (w,) définies par
n+1

2n—1 2n+1 . . . 2n—1

Vp = etw, = . Alors, pour tout entier naturel n, v, < u, < w, . De plus, limu, — fim =2
n+1 n+1 n— oo ot N1

; 2n+1 ;

et mw = lim o= 2, donc par le théoreme des gendarmes, M U, =72,
n=too noto N+ n—+ow

Limite d'une suite arithmétique : Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
Alors, si r> 0, la limite de la suite est +o0; si r <0, la limite de la suite est — co.

Limite d'une suite géométrique: Soit (u,) une suite géométrique de raison g et de premier terme i .
Ug > 0 Ug > 0
g>1 g=1 0<g<l -1<g<0 |gs<-1 g>1 g=1 0<g<l -1<g<0 g=<-1

i Pas de Pas de
lim u, +o0 U 0 0 .. — U 0 .
n=too limite limite



G. Représentation graphique d’une suite

Si la suite (u,) a son terme général défini en fonction de
n, on représente la suite dans un repere du plan, par un
ensemble de points de coordonnées (n; u,). Cette
représentation graphique permet de visualiser les
variations de la suite et éventuellement la convergence.

Exemple: u, = . Les sept premiers termes de la E,EL —

n
suite sont représentés ci-contre. ol
On peut conjecturer que la suite est strictement croissante
et qu'elle converge vers 1.

Si la suite (u,) est définie par récurrence, de la forme
u,+1 = g(u,), on représente la suite dans un repere du plan, en

‘*\ utilisant la représentation graphique de la fonction g et la droite
=Dbe +4 d'équation y = x.

= = ¥

p Nl | Exemple: u,,; =—0,8u, + 4etu,=1.
Les sept premiers termes de la suite sont représentés ci-contre.
L On peut conjecturer que la suite n'est ni croissante, ni décroissante
| — i | et qu'elle converge vers /, ou [ est solution de
: ot :. | I'équation — 0,8x + 4 = x, soit [ = 20/9.
1 . i
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La représentation graphique d'une suite arithmétique donne des points alignés ; la droite a pour coefficient
directeur la raison de la suite et pour ordonnée a 1'origine le premier terme de la suite.



