COURS PREMIERE GEOMETRIE REPEREE

1. Géométrie analytique :
Dans ce chapitre, on considére un repére orthonormé (O; 7,7 ) du plan.

Rappels : Si les coordonnées du vecteur % sont % (z; y) alors || % || = 2’4y .

Soient A(z, ; y4) et B(ap ; y) deux points du plan. Alors la distance AB = || AB || = \/(xB—xA)2+(yB—yA)2 .
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Les coordonnées du milieu du segment [AB] sont ( A2 B, A2 By,

2. Vecteur normal & une droite :

a) Définition : Un vecteur 7 non nul est dit normal & une droite (d) si et seulement si pour tout vecteur
directeur % de la droite (d) le produit scalaire % .7 = 0, c’est-a-dire que les vecteurs @ et 7 sont
orthogonaux.

b) Propriété : Soit A un point du plan et 7 un vecteur non nul. L'ensemble des points M du plan tel que

7. AM = 0 est la droite (d) passant par A et de vecteur normal 7 .

Réciproquement : soit (d) une droite du plan et A un point de (d); la droite (d) est 1'ensemble des points M du
plan tel que 7. AM =0 .

3. Equation cartésienne d'une droite du plan :

Théoréme : Soit 7 (a; b) un vecteur non nul.

La droite (d) passant par A et de vecteur normal 7 a une équation de la forme az + by + c=0ou c € R
appelée équation cartésienne de la droite (d).

Démonstration : Pour tout point M(z; y) de (d) passant par A et orthogonal & 7 (a; b) , les vecteurs AM et 7
sont orthogonaux, donc leur produit scalaire est nul : a(x — z,) + b(y — ys) = 0, soit
ax + by — axy — by, = 0 qui est une équation de la forme ax + by + ¢ = 0 en posant ¢ = — azy, — by,.

Exemple : On considére le point A(1 ; — 2) et le vecteur 7 (4 ; 3) ; la droite passant par A et de vecteur normal
7 a pour équation 4z + 3y + ¢ = 0 ; pour déterminer la valeur de ¢, on remplace z et y par les coordonnées de
A 4X1 +3X(-2)+ ¢c=0,80it 4 -6 + ¢ =0, soit ¢ = 2 ; ’équation cartésienne de (d) est 4z + 3y + 2 = 0.

4. Equation cartésienne d'un cercle :
Un cercle de centre Q(a; b) et de rayon R est 'ensemble des points M(z; y) du plan tel que la distance QM est
égale au rayon du cercle R, soit QM = R, soit QM? = R?, soit (z — a)® + (y — b)> = R? qui est I'équation

cartésienne du cercle de centre Q et de rayon R.

Exemples : a) déterminer une équation cartésienne du cercle de centre
A(2;-1) et derayon 3 : (z - 2)> + (y + 1)* = 9. Figure ci-contre :

b) déterminer une équation cartésienne du cercle de centre Q( — 4 ; - 5) et
passant par le point A(1 ; —2) :

On calcule d’abord le rayon du cercle :

R—0A — ([1-(a)fel2-(-5)f — {55 — {51 ;

donc I'équation cartésienne du cercle est (z + 4)* + (y + 5)> = 34.

c) déterminer une équation cartésienne du cercle de diamétre [AB| avec A(—3 ;2) et B(7 ;- 6) :
On trouve d’abord les coordonnées du centre Q du cercle qui est le milieu du diamétre [AB] :
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On calcule ensuite le rayon du cercle : R = QA = \/(1—(—4))2+(—2—(—5))2 = 553 = 34 ;
donc l’équation cartésienne du cercle est (z + 4)* + (y + 5)* = 34.




d) L’équation suivante est-elle une équation de cercle ? 2 + 2z + * + 8y~ 1=0:

Pour le savoir, il faut trouver ’équation cartésienne du cercle : 2> + 2z = (z+ 1)> — let ¥ + 8y = (y + 4)> — 16
a l'aide des identités remarquables (ou forme canonique des polynomes) ;

on trouve alors ¥ + 2z + ¥ + 8y—1=(z+ 1) -1+ (y+4)°-16-1=(z+ 1)°+ (y + 4)*-18 =0,

soit (z + 1)* + (y + 4)* = 18, qui est I’équation cartésienne du cercle de centre Q(— 1 ; — 4) et

de rayon 18 = 34/2.

5. Equation dune parabole :
On considére une fonction polynéme du second degré f définie par f(z) = a2’ + bz + c avec a # 0.
La courbe représentative de f est une parabole dont I’équation est y = a2? + bz + c.

. — —-b —b*+4 ac

Le sommet de la parabole a pour coordonnées S(o ; ) aveca = — et B=f—)= —.

2a 2a 4a

—b
La parabole admet un axe de symétrie d’équation z = — . )
a 3 axe de symétrie
2 S
L’équation de la parabole tracée ci-contre est y = — 2% + 2z + 1 : /
Son sommet est le point S(1 ; 2) et Paxe de symétrie est la droite 1
d’équation z = 1.
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6. Distance d'un point & une droite : T
Théoréme : Soit A un point du plan, % un vecteur non nul et (d) la 1
droite orthogonale & 7. et passant par A. Pour tout point M du plan,
on note H son projeté orthogonal sur la droite (d). Alors la distance )
MH, appelée distance du point M a la droite (d) est égale a ‘A|1|\/I“n‘ .

ﬁ —4

C’est la plus courte distance du point M a la droite (d).

Démonstration : Le vecteur HM est colinéaire a 7 ; donc il existe un réel k tel que OM = k 7 ; de plus
AM = HA + AM;don HAM. 7 = ( HA + m) . = AM. 7 puisque les vecteurs HA et 7 sont

A T — L. R AM-T o
orthogonaux. Ainsi AM. 7 = HM. 7 =k . T = k|| 7 ||2 Donc k — H»“z ot ainsi
n
A = k7 = AN 5 pog v = [AMA ) [ARLA|
(il 17 7]

Propriété : Soit M, (z; ; y) un point du plan et (d) la droite d'équation az + by + ¢ = 0.
|az,+ bz, + |
Alors la distance du point M, & la droite (d) est égale a ﬁ
a+b

Démonstration : Le vecteur 7 (a; b) est un vecteur normal a (d) et || 70 || = \a’+b>.
Soit A(z;; 1) un point de (d). On a donc az; + by, + ¢ = 0.
Alors pour tout point M(x, ; 4) du plan,

AM. 7 = a(z — @) + by — 1) = az + by, — az — by, =
axy + by, + ¢

T az,+bz,+ ¢
D'ou la distance de M, a (d) est égale a |AM0 n‘ = M
(17l a’+b’

Exemple : La droite ci-contre a pour équation z — 2y + 2 = 0, le point
M(- 3 ; 3). La distance du point M a la droite (d) est égale a
[1x(=3)+(—2)x3+2] |—-3—6+2] 745
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