COURS 1S LESPOLYNOMES

A. Fonction polynéme
Définition : On appelle fonction polynéme, ou polynéme, toute fonction f définie sur IR par
f(X) = a, X"+ ...+ @, x*+ a; X+ a, o les a sont des réds, appelés coefficients du polynéme f.

k=n

Notation : f(x) = D_ a,x* (etqui selit: «<sommedek=0ak=ndeax »).
k=0

> Leplusgrand entier ntel que a, est non nul est le degré du polynéme noté deg(f).

» S, pour tout X, f(X) = 0, dlorstouslesa sont nuls (un polyndme si et seulement si tous ses coefficients sont
nuls).

> Deux polyndmes sont égauix si et seulement si les coefficients des mondémes de méme degré sont égaux.

Exemples de polyndmes: x*+ 1, 7x' -8+ x-9; 5/2; -1/2x+ 3.

B. Racines et factorisation

Soit f un polynébme et o un réel.

a) o est uneracinedef signifie que f(a) =0 ; ce qui est équivalent a o est une solution de I’ équation f(x) = 0.
b) a est uneracinede f équivaut a f(x) sefactorise par (X - a) équivaut a: il existe un polyndme g de degré
deg(f) — 1 tel que f(xX) = (x - a)g(x).

¢) Lenombre deracinesdef est inférieur ou égal a deg(f).

d) Exemples: f(x) =x2 - 3x+ 2=(x-1)(X-2) ; 2¢-32-4x+ 1=(Xx+ 1)(2@-5x+ 1) ;
X -23-x+ 2=(x-1)(x-2)(+ x+1).

C. Polynébmededegré2
On I'appelle aussi le trindme du second degré, et on le note ax2 + bx + c avec a# 0. On peut le factoriser :
b’ b’—4ac ]

b c b c b
2 = 2 —_ —_ = — Y2 — —_ = — )2 _
a¢+bx+c=a[ ¥+ —x+ —]=a[(x+ ~) 22 a 1 =al(x+ 57) 12
b A

)2 _
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On note A = b2 - 4ac, appelélediscriminant du polynébme. Onaalorsax? + bx+ ¢ = a(x +

appel ée forme canonique du trindme.
On peut alors résoudre I'égquation ax2+ bx +¢c=0: Troiscas se présentent :

A L .
— >0etI'éguation n'a pas de solution.

A o _ b,
a SA=b?2-4ac<0;dors(x+ 2a) v
b) S A=b2-4ac=0;dorsl’ éguation devient a(x + 2_ba)2 =0 etlasolutionest x = ;—Z

A
c) SA=b?2-4ac>0;dors(x+ 2—ba)2— 12 sefactorise (en utilisant: A2-B2=(A +B)(A - B)):
b N N —b—vA _ —b+y/A

A b . .
X+ =— + —)(Xx+ 5= — —) etonobtient lessolutions: x; = e = .
( 2a 2a X 2a 2a ) ' 2a : 2a
Dans ce cas, on alafactorisation : ax2+ bx+ ¢ =a(X—x)(X—X) .

Exercice: Résoudreleséquations: 3x2-2x-1=0; 2@+ 3x-1=0; x2-6x+9=0; 32+ 5x+3=0.

Signedu trindme: Signe deax? + bx + ¢ suivant lesvaeursde x :
SA<O0 SA=0 S A>0 (Onsuppose X< X))

X - 00 +00 | - 00 —b/(2a) +00 | - 00 X1 Xz +00
a2+ bx + signedea | signedea 0 signedea|signedea 0 signede-a 0  signedea
c

Exercice: résoudrelesinéguations: 3x2—2x—1<0; 2+ 3x-1>0; x2—6x+9<0; 3%+ 5x+3>0.

D. Fonction rationnélle
f (x)
9(x)

définie sur

Définition : Soient f et g deux polynémes ; on appelle fonction rationnélelafonction

I’ensemble ou g(x) 0.

> S deg(f) = deg(g) = 1, lafonction rationnelle est appel ée fonction homographique.
2x+3 . 4x=5

x=1 " 7x+2°

Exemples:



> S gsefactorise par deux polynémes P et Q tel que g(x) = P(X)Q(X) , alorsil existe des polynbmesR, Set T
(0 _ RX ., SO, g

g(x)  P(x) Q(x) ’
de plus, deg(R) < deg(P) — 1, deg(S) < deg(Q) — 1 et deg(T) = max( deg(f) —deg(g) ; 0).

telsque

> Si deg(g) < deg(f) , dlorsil existe des polynémes Ret S tels que ;E:)) =T(X) + S((::; :
de plus, deg(R) < deg(g) — 1.

Exemples : h(x) = % = 2x—3+ é définiesur IR =2} :

h(x) = 3"3*‘:(’2‘:3"_2 =3+ 4+ T - — ddfiniesr IR{-1;1}.

hoy= 25 =04 1B gginiesur IR =3}

X—3 X—3



