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EXERCICE 1 : Calcul des limites des suites (u,) suivantes :

) . ) ) 4 5 . 4 .5
a)u,=n"—4n -5 ;onfactorise parn“: u,=n"(1- — — —5); lim — = lim — =0, donc, par somme de
n n n>+0 N n>+o N
.. . 4 5 lim u, . ..
limites, lim (1 —;——) =1let n = +o0 par produit de limites.
n>+o0 n n+o
n+cos(n) _ n—1 n+cos(n) n+1
b) u,= ——=—— ; pour tout entier naturel n, — 1 < cos(n) <1, donc — < 3 < —.
n+1 n +1 n+1 n +1
1 1
n(l——) 1——
n—1 n n . 1 . . .
Ona — = = ; lim (1——) =1, lim (1+—) =1 et par quotient et produit de limites
n +1 2 1 1 n>+0 n n>+o n
n(1+—)  n(1+=)
n n
. n—1 n . n+l N lim u
lim — =0;de méme lim — =0 ; et par le théoreme des gendarmes, n =0.
ns+o N +1 ns+o N +1 n3+o
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C) Uy = Tura oM factorise par Vn :u,= i
" Un(ieL) s
Vi
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lim (2+—=) =2et lim (1+—=) =1
n=>+o0 ( ’\/;) n=>+o0 ( \/;)
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par quotient de limites, 11r+n u, =2,
1+ ! ' 1 n
d)u,= 3/ ; On utilise les limites de suites géométriques : lim (5) = 0 car la raison est strictement
n->+w
0,8"+2
; i " . .. ; 1
comprise entre — 1 et 1 ; de méme, lffl 0.8" =0 ; donc par somme et quotient de limites, ™M %, = 5

EXERCICE 2 : On considere la suite (u,) définie sur N parup=5et u,,1= v2u,—

1. Calcul des valeurs exactes de u; , ur: u; = y2u,—1 = y2Xx5—1 =3 ;etu, = \/2141 = V2x3—1 = V5.

2. On démontre par récurrence que, pour tout entier naturel nzl, 1<u,<3:

Initialisation : u; =3 et 1< u; < 3, donc la propriété est vraie au rang 1.

Hérédité : On suppose que P, est vraie pour un entier naturel n = 1, et on montre que P, est vraie :

1< u, < 3 implique 2 < 2u, < 6 implique 1 < 2u,—1 < 5; on prend la racine carrée de chaque membre positif
(la fonction racine carrée est strictement croissante sur R* ), donc 1< 2u,~1 < 5 <3,donc 1<u,,, <3et
P,. est vraie.

Conclusion : pour tout entier naturel n, 1< u, < 3.

3. On démontre par récurrence que la suite (u,) est strictement décroissante :

Initialisation : u; =3 et up =5, donc u; < u,, donc la propriété est vraie au rang O.

Hérédité : On suppose que P, est vraie pour un entier naturel n, et on montre que P, est vraie :

U, = U, implique 2u, = 2u, ., implique 2u,—-1 = 2u,,; —1 implique \/2 u,—1 = \/2 U, —1,

donc u,.; = u,.,et P,,, est vraie.
Conclusion : pour tout entier naturel n, u, = u, ., et la suite est décroissante.
4. La suite (u,) est décroissante et minorée par 1, donc elle est convergente.

Uugt—— 1
EXERCICE 3 : 1. En remplagant n par 0, on obtient u, = O 0+1 = 55
2—u,
1
. L e . 3 4
en remplagant n par 1, on obtient u, = I+1 = FiPuisUs= o=
2—u,

2. On conjecture que pour tout entier naturel n, u,= ——



3. On démontre cette conjecture en utilisant un raisonnement par récurrence:

Initialisation : uy =0 = — , donc la propriété est vraie pour n = 0.

1
o tees . n . n+1
Hérédité : On suppose que pour un entier naturel n, u, = —— et on démontre que u,,; = —— :
n+1 n+2
u,+ ! -rifl * —11—1 ”Ii ! +1
T n n n n
U, o1 = n+1 = = = n+2 = CQFD
—_— n 2(n+1)—n n+2
2—u, 2— _ n+1
n+1 n+1
n
Conclusion : pour tout entier naturel n, u, = Pyl
n 1 1
4. u,= paii n(1+l) = 1+l ; nlirgo (1+;) = 1, et par quotient de limites, n]fl , =1.
n n

EXERCICE 4 : On considere la suite (u,) définie par : u, = 1 et pour tout entier naturel n, u,,; =3u, —4n + 2.
1. Calcul des valeurs exactes de u; , u, et us:

U =3ug—4X0+2=5; u,=3u; —4X1+2=13; us=3u, —4X2+2=33.

2. On démontre par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, = 2n :

Initialisation : uy =1 et 2X0 =0, donc u, = 0, donc la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : On suppose que P, est vraie pour un entier naturel n, et on montre que P, , | est vraie :

u, = 2n implique u,,,=3u,-4n+2 =>3X2n-4n+2=2n+2=2(n+1) et P,,, est vraie.

Conclusion : pour tout entier naturel n, u, = 2n.

3. On définit la suite (v,) par : pour tout entier naturel n, v, = u, — 2n.

a)Ona v,,,=u,, —2n+1)= 3u,—4n+2 -2n-2 =3u,— 6n =3(u, — 2n) = 3v, . Donc la suite (v,) est
géométrique de raison 3 et de premier terme vy = 1y —2X0 = 1.

b) Ainsi, v, = 1X3"=3" . Etu, =v, + 2n=3" + 2n.
k=n

k=n k=n _an +1 _an n__
4.a)LasommeS,= Yu, = Dv, + > 2k =123 pp ) 123"y ¥ e,
k=0 k=0 k=0 1-3 -2 2

2

b)On a 11131 3" 4o et lim n(n+1) _ +00 , donc par somme de limites, nlirfl S, = 4w,

n->+ow



