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EXERCICE 1 : On considere la fonction f définie sur ]O ; +oo[ par fix) = . + In(x) — In(x + 1).

x+1
1. La fonction fest dérivable sur ]O ; +oo[, et
-1 1 1 —x+(x+1f—x(x+1)  —x+x"+2x+1—x"+x 1
_ 1 _ — = 0 0; .
flo = (x+1 7 T A N N MY >0 sur ]0 ; +oo[

Donc la fonction fest strictement croissante sur ]0 ; +oo[.

2.f)= 1L +In

+1 ;et th =0, |im —— =1,donc [im In( 1) =0 ; donc xlirﬂof(x) =0;
x

x>+ Xt 3+ Xt x>+ x+

x+1

donc pour tout réel x strictement positif, f{x) < 0.

3. Soit (u,) la suite définie pour tout entier strictement positif par u, =1 + % + % +... ln —In(n).
Dans l'algorithme ci-contre, i et n sont des entiers naturels et u est un réel.
a) L'algorithme complété u—0
1 1 Pour i allantde 1 an

b) us=1+ St 3t —1In(4) = —1n(4) = 0,697. we—u+ Ui
4. Pour tout entier n strlctement posmf, Fin Pour
u —u—1+l+l+ +1+L—ln(n+1)—(1+l+l+ l—ln(n)) u < u—In(n)

n+1 n = 2 3 oo n }’l+1 2 3 e n

— —In(n + 1) + In(n) = f(n).

5. On a vu que pour tout réel x > 0, f{x) <0 donc pour tout entier n > 0, u, . —u, <0, donc u, .1 < u,; donc la suite
(u,) est strictement décroissante.

EXERCICE 2 : On considere la fonction f définie sur ]0; +o [ par f{x) = x — In(x) et (C) la courbe représentative de la
fonction f dans un repere orthonormé (O; ?7 ).

p, limIn(x) =—o0, donc hf;f(x) =—o ;

x>0

fo)=x—In() =x(1 — 1(¥) ) on sait que lim In(x) ~ 0, donc lim (1_ln(x)) =1, donc Xhm F(x) oo,
X X9+ X X+ X

2. La fonction fest dérivable sur ]0 ; +oo[, et f'(x) =1 — % = XT_I qui est du signe de x — 1 sur ]0; +oo [, qui est

négatif sur ]0 ; 1] et positif sur ]1; +oo [ ; donc la fonction fest décroissante sur ]0 ; 1] et croissante sur ]1; +oo [.

a4
3. L'équation de la tangente a la courbe (C) en A d'abscisse a est
. a—1
y=f@&-a)+fla)=(——)x-a)+a-Ina)= 3
( a-l —-(a-1)+a-1In(a) = aT_l x + 1 —1In(a). La tangente au point . A
A passe par l'origine du repere O si I'ordonnée a l'origine est nulle, 1
soit I —In(a) =0 équivaut a In(a) =1 équivaut a a = e. L'abscisse de A 1 i
est e et son ordonnée est fle) =e—1In(e) =e—1. A(e; e —1). '
Il existe bien un unique point A de la courbe (C) tel que la tangente au o !
point A passe par l'origine du repére O. T ! 2 € 3 i P

EXERCICE 3 : On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O ; u, V).
1. Les formes exponentielles des nombres complexes z; =1 +1i+3 etz,=1+1:

Izl = 1/12_,_“5)2 = /4 =2;so0it 0 =arg(z)) ; cos(0) = et sin(0) = ﬁ ;d'ou O = % [27].

2 2
Izl = /12412 = /2 ; soit 0 = arg(zy) ; cos(0) = €1 Q et sin(0) = 1. Q ;d'oud = Z [27].
B 4 V2 o2 V2 o2 4
Ainsi z;=2 .3 et =2 o4
TR 71 N 3| R B
2. Le module et un argument du nombre complexe i == =2;
Z, Z, |z, V2

z
et arg(z—; ) = arg(zy) — arg(z,) = % - % = % [27].



2 13 _ (1#3)(1-0) | 1-ikiV3 43 _ 143 L 163

3. La forme algébrique de

z, 1+ (1+i)(1=i) 2 2 2
4. La forme trigonométrique de 2 2 (cos( 1_nz ) + 1 sin( % ))-
o il 1443 1+V3 V246 . I 1443 —1+V3  J6—42
5.Ainsicos(p )= _2 = o) = ) etsin( 5 )= 2 = 2 = T
72 2

EXERCICE 4 : On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O ; &, v ).

1. On considere I’équation (E) : z* = 322 + 9z + 13 = 0.

a) On développe l'expression : (z + 1) (22 —4z+13)= 22— 472+ 132+ 72 -4z +13= 77 -3+ 9z+ 13.D'ou le
résultat.

b) Un produit de facteurs est nul si 1'un des facteurs est nul :
z+1=0donnez=-1; z2-4z+13=0;o0ncalcule A =b*—4ac = (- 4)* - 4Xx1X13 =- 36 < 0, donc 1'équation a
—b+ivV=A  4+6i —b—iv—A  4-6i

deux solutions complexes : z; = =2+3i etz = = 2-3i
2a 2 2a 2
Donc I'ensemble solution de I'équation (E) : S={-1;2 + 3i; 2 - 3i}.
Ainsi z4 = 2 + 3, zp = 2 — 3i et la solution réelle zc =— 1. 3 A
2. On note A, B et C les points d’affixes respectives za , zs et zc. 2
Les points A, B et C sur la figure :
3. On conjecture que le triangle ABC est rectangle isocele en C : 1“
CA=lza—zel=12+3i+11=13+3il= {3%43% = VI8 =342 ; /U
CB=lzg—zcl=12-3i+ 11=13-3il= {32+(=37 = V18 =32. N o @ ¢
Donc CA = CB et ABC est isocele en C.
)
— . = ZpaTZc| _ 2+3i+1 | 3+31| 1+ _
(CB; CA)=arg (ZB—ZC SAE 2] THE (3—3 i) - (1—1) - 2
(1+i)(1+i) 2i . om
arg m =arg | 9| = arg(i) = H [2x]. 3 B

Donc les vecteurs CB et CA sont orthogonaux ; donc le triangle ABC est aussi rectangle en C.



