CORRIGE DEVOIR SURVEILLE N°4 TERMINALE S 710 (A)

EXERCICE 1 : 1. On considére la fonction g définie sur IR par g(z) = 1 — z + €

a) lim T — fowet IM e —0donc par somme de limites, lim glz) _ + oo,
T9—0 99— T>—00
eT
En + o, on obtient un forme indéterminée ; on factorise g(z) par z: g(z) = o(— -1+ —);
z x
e’ :
lim — =0et lim — = + o (propriété vue en cours), donc par somme et produit de limites, 1im (z) = +o0.
z3+0 L 29+0 L T+

b) La fonction g est une fonction dérivable sur IR comme somme de fonctions dérivables sur IR ;

et gz) =-1+ €" Ona —1+ €' =0 équivaut & ¢’ = 1 équivaut a z = 0.

Donc la fonction g est décroissante sur |- o ; 0] et croissante sur |0 ; +oo[. Ainsi g admet un minimum atteint en
2 =0 qui vaut g(0) =1 -0+ ¢ = 2.

¢) Le minimum de g est 2, donc ¢ est strictement positive sur IR.

T
2. On consideére la fonction fdéfinie sur IR par flz) = 2 + 1 + — et sa courbe représentative C dans un repére
e

O; i, E)duplan.

a) m 2 _ ot lim % =~ o (car lim — = + o) donc par somme de limites, lim f(z) _
T z9—0 € -0 € 73w
lim %I = + oo, donc par passage a l'inverse, lim % = 0, donc par somme de limites, Tlfolo f(z) = +o0.
>+ Td+0 T
b) La fonction fest une fonction dérivable sur IR comme somme de fonctions dérivables sur IR ;
ot o) — 1+ Ixe'—ze - e'(1-2) . -z B e'+1—x -zt et — gl .

T\2 T\2 T T

(e) (e") e e

¢) On sait que pour tout z réel, g(z) > 0 et e * > 0, donc la fonction fest strictement croissante sur IR.
Le tableau de variations :

d) La fonction fest continue et strictement croissante de IR dans IR. e T
De plus 0 € IR, donc d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs f'(x) +
intermédiaires, 1'équation f(z) = 0 admet une unique solution o dans IR.

e) La calculatrice nous donne o = — 0,4 4 102 prés. P 4 e

3. a) L’équation de la tangente & la courbe C au point d’abscisse 0 est
y=f10)(z—0) + f0) = g(0)z + 1 =2z + 1.

b) Pour étudier la position relative de la droite T et de la courbe C, on étudie le signe de flz) — (22 + 1) =

T T
z+ 1+ — - 22+1)= — —z=a2(— 1) =az(e " 1).

e e e

T

Ona e "~1>0¢équivaut & e *> 1 équivaut & — > 1 équivaut & e" <1
e

équivaut a z < 0.

D’ou le tableau de signes : T C® 1 Gt
2
Ainsi, pour tout réel , z - 0 +
flo) - 22+ 1) = 0, c-1] + o - A
et la courbe C est en-dessous L
de la tangente T. flz) - -
(2z + 1) B




EXERCICE 2 : On munit le plan complexe d'un repére orthonormé direct (O ; @, ).

1. On considére I'équation (E) : 2* + 8 = 0.

a) On développe (z + 2)(22 ~ 22+ 4) =2 —~ 227+ 42+ 22742+ 8 =2 + 8.

b) D’ou (E) est équivalente a (z + 2)(2> — 2z + 4) = 0.

On obtient les deux équations : z + 2 = 0 donne la solution z = — 2.

et Z2-22+4=0;A=0-4ac=(-2)"-4x1x4 =-12 < 0, donc 'équation a deux solutions complexes:
- —b;(;/?ﬂ B 2+12\/E B 2+221\/§ 1 0iy3 et —b;lg/——ﬁ _ 2—12\/5 _ 2—221\/§ 1043,

On obtient zy = 1 4+ 14/3 et z; = 1 —14/3 et la solution réelle z, = — 2.
2. On note A, B et C les points d’affixes respectives z, , 25 et zc.
Les points A(1; /3), B(1; — 3) et C(~2; 0) sur la figure ci-contre :

3. Le triangle ABC est équilatéral ; en effet

= Jo+4x3 = V12 =243 ;

AB = J(xB—xA)“(yB—yA)?: V-1« f
AC = \(ze—, P+ (yo— yA = \/
+( =

\/7

—2—1P+(0—y3)" = V9+3 = 12 =243 ;
BC = \/(xc_xB) Hye— yB —2— 1 \/— \/QT \/E :2\/5-
Donc AB = AC = BC.

EXERCICE 3 : On considére le plan complexe rapporté a un repére orthonormé
(O; %, 9), et application f du plan complexe dans lui-méme qui au point M d’affixe z associe le point M’
d’affixe 2"’ =iz + 1 —1i.

On considére les points A, B et C d’affixes respectives 1, 2 — i et 1 + 2i.

1.Comme 2z, = 1, 2’=iz4+ 1-1i=iX1 +1-i=1i-1+4+1i=1= z, donc f{A) = A et A est invariant par f.
2. Les affixes des points B’ et C’ images de B et C par f:

m=2-i,doncz’ =i2-1) +1-i=21-P4+1-i=21+1+1-1=2+1=2z ;
zo=1+2,doncz’=i(1+2) +1-i=i+2"+1-i=i-24+1-i=-1= 2 ;

3. Les points A, B et C et les images B’ et C”:

4. Pour montrer que le triangle ABB’ est rectangle en A, on calcule les

longueurs :

AB = (2=, +(yy—y,f = J2=1]+(-1-0) = V1+1= V2 ; |
AB = o, —a,f+ <yB.—yA>2 - o 1) = VIrl = 2 ; 5
BB = (ap—m )+ (yp—u) = V(2—2f+(1417 = V04 = V1 =2.

On a AB®> + AB” = BB72 , donc le trlangle ABB’ est rectangle en A,

il est aussi isocéle en A. !
5. On admet que ACC’ est aussi rectangle en A. e ..B
On poe M(z ; y), soit z =z + iy ;

Z=iz+1-i= 2Z=iz+iy) +1-i=iz-y+1-i=1-y+i(z—-1);
ainsi M’( 1 — y ; - 1). On calcule les carrés des longueurs AM, AM’ et MM’ et on utilise le théoréme de
Pythagore :

AM? = (wM—xA)2+(yM—yA)2 =@-1) 4+ (y-01=(@-1P2+y=2-2z+1+ 1,

AM? = (=2, )+ =) = (1—y—1)2+(:z:—1—0)2 =y @) =22 L

MM? = (zy =) *(yy =) =1 -y o + (x-1-9)° =

(1 + 9+ 22y 2z + 2xy) + (zl+1+ Y -2z 2wy + 2y) = 227 + 29 + 2 — 4 ;

On obtient AM? + AM™? = MM

donc pour tout point M du plan, le triangle AMM’ est rectangle et isocéle en A.



CORRIGE DEVOIR SURVEILLE N°4 TERMINALE S 710 (B)

EXERCICE 1 : 1. On considére la fonction g définie sur IR par g(z) = 1 — z + €

a) lim T — fowet IM e —0donc par somme de limites, lim glz) _ + oo,
T9—0 99— T>—00
eT
En + o, on obtient un forme indéterminée ; on factorise g(z) par z: g(z) = o(— -1+ —);
z x
e’ :
lim — =0et lim — = + o (propriété vue en cours), donc par somme et produit de limites, 1im (z) = +o0.
z3+0 L 29+0 L T+

b) La fonction g est une fonction dérivable sur IR comme somme de fonctions dérivables sur IR ;

et gz) =-1+ €" Ona —1+ €' =0 équivaut & ¢’ = 1 équivaut a z = 0.

Donc la fonction g est décroissante sur |- o ; 0] et croissante sur |0 ; +oo[. Ainsi g admet un minimum atteint en
2 =0 qui vaut g(0) =1 -0+ ¢ = 2.

¢) Le minimum de g est 2, donc ¢ est strictement positive sur IR.

T
2. On consideére la fonction fdéfinie sur IR par flz) = 2 + 2 + — et sa courbe représentative C dans un repére
e

O; i, E)duplan.

a) m 2 _ ot lim % =~ o (car lim — = + o) donc par somme de limites, lim f(z) _
T z9—0 € -0 € 73w
lim %I = + oo, donc par passage a l'inverse, lim % = 0, donc par somme de limites, Tlfolo f(z) = +o0.
>+ Td+0 T
b) La fonction fest une fonction dérivable sur IR comme somme de fonctions dérivables sur IR ;
ot o) — 1+ Ixe'—ze - e'(1-2) . -z B e'+1—x -zt et — gl .

(el')Z (61')2 eI ez

¢) On sait que pour tout z réel, g(z) > 0 et e * > 0, donc la fonction fest strictement croissante sur IR.

Le tableau de variations :

d) La fonction fest continue et strictement croissante de IR dans IR. e T
De plus 0 € IR, donc d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs f'(x) +
intermédiaires, 1'équation f(z) = 0 admet une unique solution o dans IR.

e) La calculatrice nous donne o = — 0,67 4 10 2 prés. P 4 e

3. a) L’équation de la tangente & la courbe C au point d’abscisse 0 est
y=f10)(z—0) + f0) = g(0)e'z + 2 = 2z + 2.

b) Pour étudier la position relative de la droite T et de la courbe C, on étudie le signe de flz) — (22 + 2) =

T T 1
t+2+ — —(22+2)= — —z=a2— 1) =az(e " 1).

e e’ e 3
Ona e "~1>0¢équivaut & e *> 1 équivaut & — > 1 équivaut & e" <1

e
équivaut a z < 0. 2A
D’oit le tableau de signes : " o 1 1o
Ainsi, pour tout réel z, z - 0 + .
fle) - (224 2) <0, c-1] + o -
et la courbe C est en-dessous
de la tangente T. flz) - -
(22 +1) 1 /0l o 1

—2




EXERCICE 2 : On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O ; @, )
1. On considére I’équation (E) : 2 — 8 = 0.
a) On développe (z — 2)(# + 2z +4) = 2* + 27+ 4z — 27— 42-8 =2 — 8.
b) D’ou (E) est équivalente a (z — 2)(2 + 22 + 4) = 0.
On obtient les deux équations : z — 2 = 0 donne la solution z = 2. A
et Z2+22+4=0;A=10-4ac—=2"-4X1X4 = —12 < 0, donc 1'équation <
a deux solutions complexes: "

—b+iV=A  —24i - i
. i _—2+iV12 . —242i3 14 4

2a 2 2 0 C
—b—iv=A  —2-i12  —2-2] RS
et z = : = iz _ 1\/5:—14@.
2a 2 2

On obtient zy = -1 +1i Jﬁ et p=—-1-1 \/5 et la solution réelle z, = 2. T
2. On note A, B et C les points d’affixes respectives z, , zz et zc. <
Les points A(—1; /3),B(-1;— y3) et C(2; 0) sur la figure ci-contre : E
3. Le triangle ABC est équilatéral ; en effet
AB = \/(IB_‘IA)2+(yB_yA)2 = \/ —1+1) \/7 \/7 Jo+4x3 = 12 =243 ;
AC = \/(wc_xA)Q +(yo— y/\)2 = \/ 2+1)+(0— \f V9+ = J12 =23 ;
BC = (20— *+(yo—ys)’ (2+1)+(0+/3) — J12 = 24/3. Donc AB = AC = BC.

EXERCICE 3 : On considére le plan complexe rapporté & un repére orthonormé (O ; %, 9 ), et 'application f
du plan complexe dans lui-méme qui au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2z’ =iz — 1 + i.
On considére les points A, B et C d’affixes respectives — 1, 2 + i et — 1 + i.

1.Comme 2y = -1, 2’ =iz+1-i=iX(-1) -1 +i=-i-1+1i= 1= z, donc f(A) = A et A est invariant
par f.

2. Les affixes des points B’ et C’ images de B et C par f:

m=2+1idoncz’=i2+1) -1+i=21+P-1+4+1=21-1-1+i=-2+3i=2z ;
zo=—1+1idoncz’ =i(-1+1) -1+4+i=-i+P¥-1+i=-i-1-14+i=-2=2 ;

3. Les points A, B et C et les images B’ et C”:

4. Pour montrer que le triangle ABB’ est rectangle en A, B’ 3
on calcule les longueurs :

AB = \/(mB_IA)2+(?JB yA - \/2"'1 (1 0) \/QT: 1
AB’ = \/(xB'_xA)Q"'(yB ~ya) *\/ 2+1 \/1T9 V10

B
BB’ = \/(mB'_xB)Q"'(yB'_yB) - \/(_ - )2 V16+4 = m =2 \/>
On a AB* + AB” =10 + 10 = 20 = BB*?, donc le triangle ABB’ est rectangle
en A, ] 3

il est aussi isocéle en A.

5. On admet que ACC’ est aussi rectangle en A.

On poe M(z ; y), soit z =z + iy ;

Z=iz-1+4+i= 2Z=iz+iy) - 1+i=iz-y-1+i=-1-y+i(z+1);ainsiM(-1-y;z+1).
On calcule les carrés des longueurs AM, AM’ et MM’ et on utilise le théoréme de Pythagore :

AM? = (xl\l_xA)2+(yl\[_yA)2 =@+ 1)+ (-0 =(@+1)+y=0+2z+1+y,

AM? = (2~ +(y,—y,) = (—1—y+1) +(z+1-0) = * + (2 + 1) =2 + 22+ 1 + ¢ ;

MM? = (2,2, +yy—y) =1y -2+ (x+1y°=

1+ +22+2y+ 22+ 2y + (2 + 1+ ¢ + 22— 2zy - 2y) = 22° + 2y + 2 + 4z

On obtient AM? + AM”? = MM

donc pour tout point M du plan, le triangle AMM’ est rectangle et isocéle en A.



