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EXERCICE 1 :

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; %, 7).

Le point A, a pour affixe a, = 2.

Pour tout entier naturel n, on définit les nombres complexes a,

1+i4/3
—

par a, ., = wa,

ol » est le nombre complexe

1. Pour tout entier naturel n non nul,

on considére les points A, d’affixes a,

2) o] — 1+1\/— 1 : _+_ 1

3
Soit 0 = ar cos(d) = — et sin(9) = — |
g(w) ; 5 5

wla

. I L. 1 1
doud = ‘g [2n] ; Ainsi ® = cos( 3 ) +isin( g ) = ,

D’Oﬁalzwao:2ei5 =1+i43,

353 2 : T in
@ = o= 2,73 63:263:71+1\/§, eta3:coa@:2ese3:2e = - 2.
b) Comme a; = — 2, on en déduit que gy est un nombre réel.

c¢) Construction des points Ay, A;, Ay, A; a l'aide du cercle de centre O et de rayon 2.

A 2—(14iv3)  1-iV3  (1-1V3)(=3+1V3)  —3+iy3+3iy3-(iy3)"  —3+4iy3+3

a,—a,  —2—(1+iy3)  —3—iy3  (=3-1y3)(=3+iy3) 9+3 a 12

iV3 . . .
= ? qui est Imaginaire pur.

N a,—a V3 b
b) On sait que ( A,A, ; AA,) = arg |[——| = arg i) = 9 [20].
a,—a, 3
c¢) Ainsi le triangle Ay A; A est rectangle en A;.
3. Le triangle Aj A, A, est équilatéral : on détermine a, = wa; = — 2 615 =-1-i43.

AA:IaefanlzlfHﬁf2\:|fs+'ﬂ:\/—3>2+w§>2:@:w§;
AjAy=[-1+iy3 —(-1-iy3)=|21y3]= @2:2@
AcAs= o —a =]~ 1-13 -2/ =3 ﬂﬂf\/ =12 =243,

Les trois co6tés sont bien de méme longueur.

EXERCICE 2 : Le plan est muni d’un repére orthonormal (O ; 7, j ).
Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f, définie et dérivable sur 'ensemble des nombres réels R par

nT

€ > =
filx) = —— . On désigne par C, la courbe représentative de f, dans le repére (O ; 2, 7).
e'+1

0
Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : u, = f fo(z)dz .

-1
Partie A - Etude graphique
1. Une interprétation graphique de w,: Pour tout entier naturel n, la fonction f,(z) est strictement positive puisque
e’ l'est ; donc u, est I'aire du domaine délimité par la courbe C, , I'axe des abscisses et les droites d’équation
z=—1et z= 0 (axe des ordonnées).
2. Conjectures : la suite (u, ) semble décroissante et converger vers 0.

Partie B - Etude théorique
0 z

!fl(a:)dz - Jl

e} ez+1

dr = [ln(e”+1)}_°1 =In(+1)-In(e'+1)=1In

0 T 0

2wt S - [aa [ - [

e+l et




2 2 +1 +1
Ainsi yy=1—-—w=1-1n e = In(e) — In Zf )l = exe— N
e+l e+ 2e
3. a) Pour tout entier naturel n,
( n+l ) T nr nr+r nr nr T nr nr T
e e +e e Xe+te e"(e'+1)
foi@) + fl2) = —— + —— = —; = . = =€
e +1 e+1 e +1 e+1 e+1
0 0 0 0

b) Ainsi u, .+ u, = ffn+1(x) de + ‘ffn(m)dx = f(f"+1(x)+f”(x)) de = f e" dr par linéarité de l'intégrale ;

-1 -1 -1 -1

0 —
1 1 11—
femdx: —e"|Y = —¢' - Ze" = ¢
< n n n n
4. a)Pourz €[ -1;0], ¢ =< ¢ (la fonction exponentielle est croissante) = (on multiplie par €) e’ < e =
(n+1)z nr
e
et < g o - < - > f 1($) < fn(x)
e +1 e+1
0 0
b) Ainsi, pour tout entier naturel n, w, ., = Jﬁfm(x) de = u, = ffn(x)dx , et la suite (u,) est décroissante.

-1 -1
c) Pour tout entier naturel n, la fonction f,(z) = 0, donc u, = 0.
5. La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente.

1+2In(z
EXERCICE 3 : Soit f la fonction définie sur |0 ; + oof par flz) = # et C sa courbe représentative
x

dans un repére du plan.
1. La fonction fest dérivable sur 0 ; + o[ comme quotient de fonctions qui le sont ;
z><9v2—(1+21n(:17))2$ 22—2r—4zln(x) —41n(z) ) )
filx)= = = - = 3 ;sur |0 ; + o, 2* >0, donc le signe de f’(z) est
4 x x
le signe de — 41n(z) ; on sait que In(z) = 0 sur [1 ; + o, donc — 4ln(z) < 0 et f’(z) < 0 ; ainsi la fonction fest
strictement décroissante sur [1 ; + oof.
2. Pour justifier que 'axe des abscisses est asymptote a la courbe C, on détermine la limite de fen +o :

' 1 2In (z) ) o1 . In(z)
On peut écrire flz) = — + >— ; Onsait que lim — = 0et lim = 0 (résultat du cours) ; donc
T X 3400 T T3+0 4
In(z In(z) 1 ;
lim # = lim ( )X— =0 ; donc lim f(z) = 0 et 'axe des abscisses est asymptote a la courbe C.
z3+0 T T3+ x x T3+

3. Sur [1; + oof, In(z) = 0, donc 1 + 2In(z) = 0, donc f(z) = 0.
—3—2In(z)
. .
Pour démontrer que F est une primitive de fsur |0 ; + o[, on dérive cette fonction :

4. On désigne par F la fonction définie sur |0 ; + | par F(z) =

, —Xz—(=3—2In(z))x1 —2+3+2In(z) 1+2In(z)
F(z) = = = 2 = = flo).
2 z x
x
5. Soit @ un réel strictement supérieur a 1. 1

a) Interprétation graphique de l'intégrale I(a) = f flz)dz :
1

la fonction fest positive sur [1 ; a], alors I(a) est 'aire du domaine o 1 B s @ 4
délimité par la courbe C, 'axe des abscisses et les droites d’équation
z=1et x = a (figure ci-contre).

—-3-21 —3—2In(1 3+21 3 21
b) I(a) = F(a) - F(1) = n(a) n{1) . _3+2n(e) . 3 _2nfe)
a 1 a a a
3 In(a :
¢) On sait que lim — = 0et lim la) = 0 (résultat du cours), donc lin I{a) _ 3

a-d+o0 a ad+00 a



