CORRIGE DEVOIR SURVEILLE N°4

TERMINALE spécialité

EXERCICE 1 : On considére la fonction fdéfinie sur R par f(z) = In
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1. Pour tout réel z, f(z) = In =1In
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=In(e "+ 1) =1In(l + e ).

2. Limite en + o : lim e’ _ 0, donc lim (e7+1) _ 1, donc lim flx) = In(1) =0 ;
X >+ X2+ X240
. x 14+¢* .
Limite en — o : lim ¢ =0, donc lim LA + oo, lim f(x) _ + o,
X>—0 Yo e X>—0
3. La fonction fest dérivable sur R et f(z) est de la forme In(u) de dérivée — ; d’onr f'(z) = %l
e+

puisque pour tout réel x, e * > 0. Donc la fonction fest strictement décroissante sur R.

4. Pour démontrer que fest convexe sur R, on montre que pour tout réel z, la dérivée seconde f’(z) > 0 :

/() est de la forme % de dérivée 5 vu—zuv ;
. —X( —x 1)_(_e—x)(_e—x) e—2x+e—x_e—2x e—x
dot f7(z) = £ e+ = =
f ( ) (eix+l)2 (efx+1)2 (efx+1)2

Donc la fonction fest bien convexe sur R.
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EXERCICE 2 : On considére la fonction f définie sur I'intervalle |0; +oo[ par : flz) = z + 4 — 4In(z) - — .

On note C la représentation graphique de fdans un repére orthonormé.
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1. Limite en + o : on factorise par z : flz) = z(1 + — —
T

on sait que  im 4 _ lim In(x) _ . 3

4 In(z)
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lim - - 07 donc lim (1+i_4

x>+ X X >+ X x40 X X >+

Limite en 0 : on factorise par In(z) : f(z) = z + 4 + In(x)(—

lim =+ o, donc lim (—4-— 3
vs0+ xIn(x) x50+ xIn(x)

hmf('x) = — 00,
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) = + o ; de plus,
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> ( puisque pour tout réel x, e * > 0.

lim f(x) — 4 o,

) ; on sait que lim xIn(x) _ 0, donc

x>0+

2. On admet que la fonction fest dérivable sur ]0; 4 [ et on note f’ sa fonction dériveée.

= 1.

= — oo, donc par produit de limites,

3 ’—4z+3
Pour tout nombre réel z > 0, ona f'(z)=1-4— + — = ————
xr x T
3. a) Le signe de f’(z) est le signe de 2> — 4z + 3 ; A = b — dac = (— 4)* — 4X1X3 = 4 = 2% > 0, donc 1'équation
f’(xz) = 0 a deux solutions : z; = —bivA _ 4+2 3 etz = —b—VA _ 42
2a 2 2a

Comme a = 1 >0, f’(z) est positif sur |0 ; 1| U |3 ; +o [ et négatif sur [1 ; 3.

Donc la fonction fest croissante sur |0 ; 1], décroissante sur [1 ; 3] et croissante sur |3 ; +oo [ .

D’ou le tableau de variations de la fonction fsur

l'intervalle ]0; +oo] :

=2,

f1)=1+4-4n(1) -

wlw —]|w

f(3)=3+4—4In(3) - = =6—4In(3) = 1,605 ;

z |0 1 3 4 o0
(=)l + 0o - 0 +
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A 6-4mn(3)
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b)Ona o = 1,666 € |- ;2 — €6 4In(3); 2,

)
et 3 € |6 — 4In(3) ; + o[, on obtient une solution dans |0 ; 1], une solution dans |1 ; 3],

une solution dans |3 ; +[. Le nombre de solutions de I’équation f(x) = 3 est 3.




4. Pour étudier la convexité de la fonction f, on étudie le signe de la dérivée seconde f'(x) :

f(z) est de la forme % de dérivée % ;
_ 2\ (2 3 2 3 2 2_ 4 _6
d'ot f7(z) — (2x—4)(x%) ()i 4x+3)(2x) _ 2x—4x 2jc +8x"—6x _ 4x 46x _ 3;3 qui eset du
X X X

signe de 4z — 6 puisque 2* > 0 sur |0; + | ; 4z~ 6 = 0 pour x = 1,5 et 4z — 6 > 0 pour z > 1,5 ; 4z — 6 < 0 pour
z < 1,5 ; donc la fonction fest concave sur |0 ; 1,5] et convexe sur ]1,5; +] ; la courbe C admet un unique
point d’ mﬂeXlon, de coordonnées (1,5 ; f(1,5)) = (1,5 ; 3,5 — 41n(1,5)).

EXERCICE 3 : On effectue un controle de fabrication sur des piéces dont une proportion p = 0,1 est
défectueuse. Le défaut sur une piéce intervient de maniére indépendante des autres piéces.
On controle un lot de 20 piéces ; Soit X la variable aléatoire : «nombre de piéces défectueuses parmi les 205 .

1. X est le nombre de succés dans la répétition de 20 épreuves de Bernoulli : le controle d’une piéce dans le lot de
20 piéces ; le succés étant que la piéce soit défectueuse ; cette répétition est faite de maniére identique et
indépendante, donc X sui la loi binomiale de parameétres n = 20 et p = 0,1.
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2. La probabilité pour qu’il n’y ait aucune piéce défectueuse est p(X = 0) = %x0,1°%0,9% = 0,121577.

3. La probabilité pour que X soit comprise entre 8 et 12 est
p8=X=12) =pX =12) - p(X = 7) = 0,999999996 — 0,999584365 = 0,000415.
4. Lespérance mathématique de X est E(X) = np = 20x0,1 = 2.

EXERCICE 4 : On considére le cube ABCDEFGH ci-contre et les points M et N milieux respectlfs des segments
[AD] et [DH]. On se place dans le repére(A; AB, AD, AE ).

1. Les coordonnées des points E(0 ; 0 ; 1), H(0 ; 1 ; 1), M(O ;0,550)
et N(0; 1;0,5).

2. On admet que les droites (EH) et (MN) sont sécantes et

on note K leur point d’intersection.

a) Un vecteur directeur de (EH) est EH (0;1;0);

x=0
une représentation paramétrique de la droite (EH) : ly:[ ,t € R.

z=1
Un vecteur directeur de (MN) est MN (050,55 0,5) ; une représentation
x=0
paramétrique de la droite (MN) : {y=0,5+0,5¢ , t € R. /,rQ ------------------------- ¢
z=0,5¢

b) Les vecteurs EH et MN ne sont pas colinéaires, donc les droites
(EH) et (MN) ne sont pas paralléles.
On cherche les coordonnées du point d’intersection :

0=0 0=0 0=0 4
t=0,5+0,5¢" < {r=0,5+0,5x2 < (=15 ; ”
1=0,5¢' t'=2 t'=2

Dans la représentation paramétrique de (EH) avec t = 1,5, on obtient les coordonnées du point K(0 ; 1,5 ; 1).

3. Construction de la section du cube par le plan (MNF) ci-dessus : la droite(FK) coupe [GH] en O ;
la droite (MN) coupe (AE) en P ; la droite (PF) coupe (AB) en Q ; la section est le pentagone MNOFQ



