4MAOSME1

EXERCICE 1 (3 points)

Commun a tous les candidats

uy =1
On considere la suite (¢, ) définie par ° pour tout entier naturel n.
U, =u,+2n+3

1) Etudier la monotonie de la suite (u,).

2) a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, v, > n 2,
b) Quelle est la limite de la suite (1, ) ?

3) Conjecturer une expression de #, en fonction de », puis démontrer la propriété ainsi conjecturée.

EXERCICE 2 (5 points)

Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité

Dans I’ensemble C des nombres complexes, i désigne le nombre de module 1 et d’argument Zzt-
1) Montrer que (1 + i)6 = - 8i.
2) On considére ’équation (E) : z> = — 8i.

a) Déduire de 1) une solution de I’équation (E).

b) L’équation (E) posseéde une autre solution ; écrire cette solution sous forme algébrique.

3) Déduire également de 1) une solution de 1’équation (E’) : 7 =-38i.

4) On considére le point A d’affixe 2i et la rotation r de centre O et d’angle %n_

a) Déterminer D’affixe b du point B, image de A par 7, ainsi que 1’affixe ¢ du point C, image de B par r.
b) Montrer que b et ¢ sont solutions de (E').

5) a) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormal direct (O ; Z, ;) (unité graphique 2 cm),
représenter les points A, B et C.

b) Quelle est la nature de la figure que forment les images de ces solutions ?
¢) Déterminer le centre de gravité de cette figure.
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EXERCICE 3 (4 points)
Commun a tous les candidats

Pour chaque question, une seule des quatre propositions est exacte.

Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse
choisie. Aucune justification n’est demandée.

Une réponse exacte rapporte | point ; une réponse inexacte enléve 7: point ; I’absence de réponse est
comptée 0 point.

Si le total est négatif, la note est ramenée a 0.

> > o

Dans I’espace rapporté a un repére orthonormal (O 31,7, kj , on donne le point S(1; —2; 0) et le plan
P d’équationx +y —3z+4=0.

1) Une représentation paramétrique de la droite & passant par le point S et perpendiculaire au plan %
est :

x=1+¢ x=2+t x=1+¢ xX=2+t
A:<y=1-2t,teR B:{y=-1+z¢,teR C:Sy=-2-2t,teR D:isy=-1+r ,teR
z=-3 z=1-3¢t z=3t z=-3-3t

2) Les coordonnées du point d’intersection H de la droite & avec le plan & sont :

A (-4,0;0) B (_6_-‘_9-‘_3j C- (Z-‘_z-l] D;(E-‘_zs-ij

57575 9’ 373 117 11 11

3) La distance du point S au plan & est égale a :

A:—Jlil B:i C:

9
3 JI1 T 11

4) On considere la sphere de centre S et de rayon 3.

L’intersection de la sphére & et du plan & est égale :

A:aupointI(1;-5;0) B : au cercle de centre H et de rayon r =3 /—11—01—
3,10
C : au cercle de centre S et de rayon 7 =2 D : au cercle de centre H et de rayon r = ETE



Exercice 2 (5 points)
Réservé aux candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité.

On se propose dans cet exercice d’étudier le probléme suivant :
« Les nombres dont I’écriture décimale n'utilise que le seul chiffre 1 peuvent -ils étre premiers ? »

Pour tout entier naturel p >2, onpose N, =1..1 o1 apparait p fois.
On rappelle dés lors que N, =107 +1077% +...+10°.

1) Les nombres N,=11, N5=111, Ng=1111 sont-ils premiers ?

107 -1

2) Prouver que N, = . Peut-on étre certain que 107 —1est divisible par 9 ?

3) On se propose de démontrer que si p n’est pas premier alors N, n’est pas premier .

On rappelle que pour tout nombre réel x et tout entier naturel n non nul,

X" —1=G-DE" +x"? 4. +x+])

a) On suppose que p est pair et on pose p=2g , oll g est un entier naturel plus grand que 1.
Montrer que N,&stdivisiblepa;Nfll. | |

b) On suppose que p est multiple de 3 et on pose p=3q , ol ¢ est un entier naturel plus grand
que 1.
Montrer que N, est divisible par N3=111. ,

c) On suppose p non premier et on pose p=kg ol k et g sont des entiers naturels plus grands
que 1.
En déduire que N}, est divisible par Ny.

4) Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit premier. -
- Cette condition est-elle suffisante ?

-3

4MASSG11
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EXERCICE 4 (4 points)

Commun a tous les candidats

On s’intéresse & la durée de vie, exprimée en semaines, d’un composant électronique. On modélise
cette situation par une loi de probabilité p de durée de vie sans vieillissement définie sur I’intervalle
[0; + o] : la probabilité que le composant ne soit plus en état de marche au bout de ¢ semaines est

p([0;)= J.Ol Ae™dx. Une étude statistique, montrant qu’environ 50 % d’un lot important de ces

composants sont encore en état de marche au bout de 200 semaines, permet de poser p([0 ; 200[) =0,3.

1) Montrer que A = In2

200

2) Quelle est la probabilité qu’un de ces composants pris au hasard ait une durée de vie supérieure &
300 semaines ? On donnera la valeur exacte et une valeur approchée décimale au centiéme pres.

3) On admet que la durée de vie moyenne d, de ces composants est la limite quand A tend vers + o
A A

de J- Axe ™ dx .
0

—AAeT™ —e™ 41

A

b) En déduire d,, ; on donnera la valeur exacte et une valeur approchée décimale a la semaine pres.

Ay -k
a) Montrer que JO Axe”Mdx =
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EXERCICE S (4 points)

Commun a tous les candidats

]
v"ﬂi

0O H

>
v
Un chariot de masse 200 kg se déplace sur une voie rectiligne et horizontale. Il est soumis a une force

d’entrainement constante _I; de valeur 50 N. Les forces de frottement sont proportionnelles a la vitesse
et de sens contraire ; le coefficient de proportionnalité a pour valeur absolue 25 N.m™ s~ 1.
La position du chariot est repérée par la distance x, en metres, du point H a 1’origine O du repére en
fonction du temps ¢, exprimé en secondes. On prendra ¢ dans I’intervalle [0 ; + oo[.
Les lois de Newton conduisent a 1’équation différentielle du mouvement (E) 25x’+ 200x” =50, ou :

x" est la dérivée de x par rapport au temps ¢,

x'"est la dérivée seconde de x par rapport au temps 7.

1) On note v(¢) la vitesse du chariot au temps ¢ ; on rappelle que v(f) = x'(f). Prouver que x est solution

de (E) si et seulement si x’ est solution de I’équation diftérentielle (F) v’=—lv+l.

Résoudre I’équation différentielle (F).

2) On suppose que, & ’instant t =0, ona: x(0)=0etx'(0)=0.

a) Calculer, pour tout nombre réel ¢ positif, x’ (¢).

b) En déduire que I’on a, pour tout nombre réel 7 positif, x(z) = 2 — 16 + 16e™“%.

3) Calculer V = lim v(r). Pour quelles valeurs de ¢ la vitesse du chariot est-elle inférieure ou égale a
1—>+a0

90% de sa valeur limite V ?

4) Quelle est la distance parcourue par le chariot au bout de 30 secondes 7 On exprimera cette distance
en metres, au décimétre pres.
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Exercice 1: Commun atouslescandidats
1) Pour tout n entier naturel, u, .4 - U, =2n+3>0car n>0.

Lasuite est donc strictement croissante.

2) a On pose (P,,) lapropriété suivante "u,, > n2".
(Po) est vraie car ug= 1.
On formul e I'hypothese de récuurence (P,)
Onaaors:u,,g =U,+2n+3>m+2n+ 3> (n+1)2 + 2> (n+1)2
Onadonc : (P,) => (P,,1) pour tout n entier naturel.
Lapropriété (P,) est donc heériditaire. D'oli laconclusion par récurrence.

b: Onsaitque lim n®=+oo . Donc lasuite (u,) tend vers +oo.

i — 4 Co

3) Unsimple cacul montreque ug=1,u; =4 ,uU, =9, u;=16.
On peut donc conjecturer que | 'expression de u,, en fonction de , est : u,, = (n+1)2

On peut dorsfaire une récurrence....

Siu,=(+1)2aorsuy.=U,+2n+3=(n+1)2+2n+ 3= +2n+1+2n+3
Une1= N2 + 40+ 4= (n+2)?

Et on peut conclure.

Autre méthode, plus directe!

Up-Uypg =2(n-1) +3

Up.1 - Uno =2(n-2) +3

ul - UO =2*0+3
Donc, en faisant lasomme: u,, - Uy = [2(n-1) + 3] + [2(n-2)+3] + .... + [2*0+3]
Up, - Uy est donc la somme de n termes consécuti fs d'une suite arithméti que.
Premier terme de cette somme = [2(n-1)+3] , dernier terme = [2*0+3]
D'ou :

[2in—1)+3]+[2=0+3] e (2n+4)

5 5 nin+2)

Up— Uy =11 %

D'otiu, =n(n+2) + uy=n?+2n+ 1= (n+1)?
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1) Plusieursfagons de faire cette vérication
Par exemple:

(L+i)2=1+2i-1=2 donc (1+)® = (2))3>=-8i cari2=-1donci3=-i.

2) a Comme (1+i)=-8i,ona : [(1+i)%?=-8i. Donc unesolution de (E) estZ; = (1+i)3=-2+2i.
Onaalors: (22+8i)=(2-249)=(z- Z)(z+ Z9).

Dot (z2+ 8i) =0s etseulements z=Z,0u z=-Z, . D'oul'autre solution Z, = 2 - 2i .

3) C'est laméme idée que pour 2). On écrit que 28 = (2)° .
D'ou une solutionde (E') : z; = (1 +1)2=2i

4) a: L'expression complexe de larotation de centre O et d'angle 2°/3 est :

o 1 \/5

2'=2 % elT =gz x(_§+iT}
A apour affixe 2i et B =r(A). Donc I'affixeb de B est :
V3

1
b= 2ix (~5+ig)= — /3 —i
De mémel'affixe c de C = r(B) est:

3 3
¢ =bx (——; + ig} = (—+3-1 x (—%+i§}= V3 — i
27
b: On sait que Q= (2i)3: -8i . PosonsJ = 73 . Remarquons que;t3 =1
Onaadorsb=al donch®=(a)3=a® P=a%=-8i.
Deméme, ¢ = bJ=aP donc ¢ = b3 I3 = b3 = -8i.
D'ou b et ¢ sont bien solutionsde (E ).

5) a: Faites lafigure!!!!

b: ABC est un triangle équilatéral. Et pour le voir, pas de ca culs compliqués!
Distance AB =|b- g =[al-a| =

Distance BC = [c - b| = [a® - aJ| = | I |JaJ-a| = |a}a| car | J|=1.
Digance AC=|c- a=|aP-d = |J|[aR-d = |aF - aJ = |a- aJ car P = 1.

C. Lecentredegravité de ABC est O. On peut par exemple, puisgue l'on est danslesracinesde (E ),
simplement remarquer quea+ b+ c=0.

Exercice 2 : Spécialité:
1) Pour x = 1, pas de probl éme!

Pour x différent de 1, il suffit de serappeler del'expression de (1+x + X2+ ... + xk'l).
(Voir votre cours sur | es suites ggéométriques!)

2) a: Application directe de laquestion 1).
Onposex=ad. Alors(ad-1)(1 +ad + (@2 + ... + (@H)k1) = (@hk-1=adk-1=a-1
D'ou (a%-1) divisea” -1.
b: 2004 est divisible par 3 donc, d'aprés le résultat précédent, 220041 est divisible par 28%.1=7.
2004 est divisble par 6 donc, 22004.1 gt divisible par 20.1=63,
Deplus, 63 =7* 9donc 22004_1 est divisible par 9.
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3) a: Onsait quesi d = pgcd(m, n) alorsm= dm et n= dn' avec pgcd(m', n' ) = 1.
Donc, d'apres | e théoreme de Bachet-Bezout, il existe u et v entiersrelatifstels que:
um' -vn'=1. D'ouil existeu et v entiers relatifstelsque : udm' - vdn' = d.
D'ouil existeu et v entiers relatifstelsqueum - vn = d.
b: Simple cal cul sur les exposants!

@M-1)-(@V-Dad=a™-1-a™d+gd=gd- 1canv+d=m

On en déduit donc que: (@™ - 1) = (a™-1)ad + ad- 1.

C'est simplement ladivision euclidienne de (@™ - 1) par aV-1car0<ad-1<a™V-1 .
Deplus, d divise nv donc ad- 1 divisea™ -1 d'aprés|erésultat de laquestion 2)a:.
D'aprés | 'algorithme d'Euclide, en en déduit que pged(@™ - 1, a™'- 1) =ad- 1.

C:63 =1*60+ 3 et 60=3*20 donc pgcd(63, 60) =3 donc, d'aprés la question précédente:

pgcd(28%-1,2%0- 1y=23.1=7.

Exercice 3: Commun atouslescandidats
1) Réponse D
2) Réponse D
3) Réponse B
4) Réponse B
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____________________________________________________________________________________________________

Exercice4: Commun atouslescandidats
200

1) On sait que p([0;200[) = 0,5 donc f he A =05

200 - ’
Orf As_hd:c=[— e_h]u —1— o~ 2004
0

D'oll 2 vérifie I'équation : 0,5 = 1- €290 dou
. In 2
200

2) Onveut p([300; +oo[) =1-p([0; 300[)

Un simple cal cul d'intégrale donne aors:
200

1
p([300;+m[}=1—f Ae-“dx=?l 020,363

1]

3) a: On peut faire une intégration par parties.
& A
1
f Axe” Mdr = [— :lce;w]n‘Iqu -|—f e~ "dr = [— ze™ ] DA — l—e_ A
a

i

D'ou laréponse ...

b) Si A tend vers+oo aors Ae‘kA et e‘M

tendentvers 0 car A >0 dou d=1/A =289 semaines
Exercice5: Communeatouslescandidats
1) X =vdou 25x" + 200x' = 50 s et seulement s 25v' + 200v = 50 d'oul la réponse ...

Equation différentielley ' =ay + b , voir votre cours!

Solution de (F) : v(t) = ke /8
t/8

+ 2 ou k = constanterédlle.

Onadoncx'(t) = ke ™ + 2 ou k = constante réelle.

2) a: Onsait quex'(t) = ke"[/8 +2o0u k= constanteréelleetonax '(0) =0 douk =-2

doux'(t)= 28 + 2,
De plus, en intégrant, x (t) = 16e
Onsatquex (0)=0dou c=-16. D'oux (t) = 16e’ﬂ8 + 2t - 16.

U8 4 2t + ¢ avec ¢ = congtante réelle.

3) Onsait que v(t) = x'(t) = 2e84 2 S ttend vers+oo alors (e'U8) tend versO.

D'ou lalimite de v(t) en +00 est 2.

Valeur limiteV =2 donc 90%V =1,8. On cherchelesvaleurst telles que v(t) < 1,8.

C'est adiretelles que: 2eU8 45 < 1,8 d'out < 8In(10)
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