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Exercice 2 : Spécialité

z′ =
3 + 4i

5
z +

1− 2i

5
1. z = x + iy donc z = x− iy d’où

z′ =
3 + 4i

5
(x− iy) +

1− 2i

5

z′ =
3x + 4ix− 3iy + 4y

5
+

1− 2i

5

z′ =
3x + 4y + 1

5
+

4x +−3y − 2
5

i

D’où , comme z′ = x′ + iy′ avec x′ et y′ réels, x′ =
3x + 4y + 1

5
et y′ =

4x− 3y − 2
5

2. (a) Le point M d’affixe z est invariant si et seulement si z′ = z.
Donc M d’affixe z = x + iy est invariant si et seulement si (x, y) est solution du système

x =
3x + 4y + 1

5

y =
4x− 3y − 2

5

Ce système équivaut à : x− 2y − 1
2

= 0.

L’ensemble des points invariants est donc la droite (∆) d’équation :

(∆) : x− 2x− 1
2

= 0

(b) L’expression complexe de f est de la forme z′ = az + b avec a =
3 + 4i

5
et b =

1− 2i

5
.

f est donc une similitude indirecte. De plus, |a| = 1 donc f est un anti-déplacement.
L’ensemble des points invariants de f est la droite (∆), donc
f est la symétrie orthogonale par rapport à (∆).

3. D = ensemble des points M d’affixe z tels que z′ ∈ R.

Donc M ∈ D si et seulement si Im(z′) = 0, c’est à dire, si et seulement si
4x− 3y − 2

5
= 0

D est donc la droite d’équation : D : 4x− 3y − 2 = 0.

4. Points de D à coordonnées entières.

(a) Une solution évidente dans Z2 de (4x− 3y = 2) est x0 = 2 et y0 = 2
(b) (x, y) solution de (4x− 3y = 2) si et seulement si 4(x− x0)− 3(y − y0) = 0.

D’où (x, y) solution de (4x− 3y = 2) si et seulement si 4(x− x0) = 3(y − y0).
4 et 3 sont premiers entre eux, donc , d’après le Théorème de Gauss, 4 divise (y − y0) et 3 divise (x− x0).
Donc , il existe k ∈ Z tel que x = 3k + x0.
On remplace alors x par 3k + x0 donc 4(x− x0) = 3(y − y0), et on obtient: y = 4k + y0.
On vérifie alors que pour tout k ∈ Z, le couple (3k + 2, 4k + 2) est bien solution de (4x− 3y = 2).
L’ensemble des solutions de cette équation est donc l’ensemble des couples (3k+2, 4k+2) avec k quelconque
dans Z.

5. x = 1 et y ∈ Z.

Re(z′) et Im(z′) sont entiers si et seulement si 5 divise (4 + 4y) et (2− 3y). Ceci signifie que

(S) :
{

4 + 4y ≡ 0[5]
2− 3y ≡ 0[5] Or , 4 et 5 sont premiers entre eux donc 4 + 4y ≡ 0[5] ⇐⇒ 1 + y ≡ 0[5]

De même, −3 ≡ 2[5] et 2 et 5 sont premiers entre eux donc: 2− 3y ≡ 0[5] ⇐⇒ 2 + 2y ≡ 0[5] ⇐⇒ 1 + y ≡ 0[5]

Donc le système (S) équivaut à 1 + y ≡ 0[5] ou encore y ≡ 4[5].

Les entiers y sont donc ceux de la forme y = 5k + 4 avec k quelconque dans Z.
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Exercice 4 : Commun à tous les candidats

∀n ∈ IN, un =
n10

2n

1. un+1 ≤ 0, 95un si et seulement si
(n + 1)10

2n+1
≤ 0, 95

n10

2n
si et seulement si

(
n + 1

n

)
≤ 1, 9

D’où un+1 ≤ 0, 95un si et seulement si
(

1 +
1
n

)10

≤ 1, 9

2. f(x) =
(

1 +
1
x

)10

, x ∈ [1;+∞[

(a) f est strictement décroissante sur [1;+∞[.
Pas besoin de calcul de dérivée pour le voir, il suffit de savoir que ( 1

x ) est strictement décroissante sur
]0;+∞[.

(b) f(1) = 210 > 1, 9 et lim
x→+∞

f(x) = 1.

f est continue sur [1;+∞[ donc d’après le Théorème des valeurs intermédiaires, il existe α unique > 1 tel
que f(α) = 1, 9

(c) On prend sa machine à calculer !! Et on remarque de f(15) > 1, 9 et f(16) < 1, 9 donc 15 < α < 16.
Donc n0 = 16.

(d) f est strictement décroissante sur [16;+∞[ et f(16) < 1, 9.
Donc, en particulier, ∀n ∈ IN avec n ≥ 16 , f(n) < 1, 9.

3. (a) La suite (un) est positive et pour n ≥ 16, un+1 ≤ 0, 95un , donc pour n ≥ 16 , un+1 − un ≤ −0, 05un < 0
Donc la suite (un) est décroissante à partir du rang 16.

(b) (un) est décroissante à partir du rang 16 et elle est minorée par 0.
Donc cette suite est convergente vers une limite L ≥ 0.

4. On pose P (n) : ”0 ≤ un ≤ 0, 95n−16u16”

P (16) est vraie !!!! Aucun problème car 0 ≤ u16 ≤ 0, 950u16 !!!

Hypothèse de Récurrence : P (n) pour n ≥ 16.

On suppose que 0 ≤ un ≤ 0, 95n− 16u16

On sait que 0 ≤ un+1 ≤ 0, 95un donc 0 ≤ un+1 ≤ 0, 95× 0, 95n−16u16

D’où 0 ≤ un+1 ≤ 0, 95n+1−16u16. .... C’est la propriété P (n + 1) ....

Conclusion

P (16) est vraie.

Pour tout n ≥ 16, P (n) =⇒ P (n + 1)

Donc P (n) est vraie pour tout n ≥ 16.

La suite (0, 95n−16) converge vers 0 car |0, 95| < 1

Donc la suite (un) converge vers 0.
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