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Exercice 1 (4 points)

Commun a tous les candidats

4
On considére la fonction f, définie sur [1,+oo[ par f(t)= eT-

1. a. Justifier la continuité de f sur [1,+00[.

b. Montrer que [ est croissante sur [],+oo[ . ’

2. Restitution organisée de connaissances :

On pourra raisonner en s’appuyant sur le graphique fourni.
Pour tout réel xo de [1,+ oo[ , On note A(xo ) Paire du domaine délimité par la courbe représentant f dans un

repére orthogonal, I’axe des abscisses et les droites d’équations x =let x =x,.
P g q 0

On se propose de démontrer que la fonction ainsi définie sur [l ,+ oo[ est une primitive de f.

a. Que vaut A(l) ?

b. Soit xo un réel quelconque de [1,+ oo[ et /1 un réel strictement positif. Justifier I’encadrement suivant :
A(x, + h)— A(x,
f(x) < (%, 12 : ( °)<f(xo+h)-

c. Lorsque x,, > 1, quel encadrement peut-on obtenir pour # <0 ettel que x, +h>1?

d. En déduire la dérivabilité en x de la fonction 4 ainsi que le nombre dérivé en xq de la fonction 4.
e. Conclure.
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Exercice 2 (5 points)

Candidats ayant suivi ’enseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O;ﬁ,i}’ ) .

On considére I’application f qui au point M d’affixe z fait correspondre le point M'd’affixe z' tel que:

, 3+4i_ 1-2i
= Z+ .
. 5 5
1.Onnote x et x', y et y' les parties réelles et les parties imaginaires de z et z'.
o= 3x+4y+1
Démontrer que : .3 .

. 4x-3y-2

s

2. a. Déterminer I’ensemble des points invariants par f .
b. Quelle est la nature de I’application f ?

3. Déterminer I’ensemble D des points M d’affixe z tels que z' soit réel.

4. On cherche a déterminer les points de D dont les coordonnées sont entiéres.
a. Donner une solution particuliére (x, , y,) appartenant a Z* de I’équation 4x —3y =2 .

b. Déterminer I’ensemble des solutions appartenant a Z* de 1’équation 4x -3y =2.

5. On considére les points M d’affixe z=x+1iy telsque x=1 et ye Z. Le point M'= f (M) a pour affixe z'.

Déterminer les entiers y tels que Re (z ') et Im(z ') soient entiers (on pourra utiliser les congruences modulo 5).

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 3 (5 points)

Commun a tous les candidats

L’espace E est rapporté & un repére orthonormal (O;f, f, k ) On considére les points A, B et C de coordonnées
respectives (1,0,2), (1,1,4) et (—-1,1,1).

1. a. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés. -
b. Soit 7 le vecteur de coordonnées (3,4,—2) 5

Vérifier que le vecteur # est orthogonal aux vecteurs AB et AC.
En déduire une équation cartésienne du plan (ABC).

2. Soient P, et P, les plans d’équations respectives 2x+y+2z+1=0 et x-2y+6z=0.

a. Montrer que les plans P, et P, sont sécants selon une droite D dont on déterminera un systéme d’équations
paramétriques. '
b. La droite D et le plan (ABC) sont-ils sécants ou bien paralléles ?

3. Soit 7 un réel positif quelconque. On considere le barycentre G des points A, B et C affectés des coefficients
respectifs 1,2 et 7.

a. Justifier ’existence du point G pour tout réel positif 7.
Soit I le barycentre des points A et B affectés des coefficients respectifs 1 et 2. Déterminer les coordonnées
du point I.

Exprimer le vecteur IG en fonction du vecteur IC .

b. Montrer que ’ensemble des points G lorsque ¢ décrit ’ensemble des nombres réels positifs ou nuls est le
segment [IC] privé du point C.

Pour quelle valeur de ¢, le milieu J du segment [IC] coincide-t-il avec G ?

SMASSIN1



-5-
Exercice 4 (6 points)

Commun i tous les candidats

10

) n e .. .
Pour tout entier naturel 7, on pose u, = 3"— On définit ainsi une suite (un )nEN .

1. Prouver, pour tout entier naturel 7 non nul, I’équivalence suivante :
» P q

10 .
1
u,,, <0,95u, siet seulement si (1 + ;) <1,9.

10
1

2. On considére la fonction f définie sur [1,+ oo[ par f (x) = (l + —) .
. x

a. Etudier le sens de variation et la limite en +co de la fonction f .
b. Montrer qu’il existe dans I’intervalle [1,+oo[ un unique nombre réel o tel que f (a) =1,9.
c. Déterminer I’entier naturel n, tel que : n,—1< a < n,.

d. Montrer que, pour tout entier naturel »n supérieur ou égala 16,0na:

1 10
(1+-—) <1,9.
n

3. a. Déterminer le sens de variation de la suite (un) a partir du rang 16.
b. Que peut-on en déduire pour la suite ?

4. En utilisant un raisonnement par récurrence, prouver, pour tout entier naturel » supérieur ou égal
a 16, ’encadrement :

0<u

n

<0,95 "y .
En déduire la limite de la suite (1, ), _, -

SMASSIN1
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Exercice 2 : Spécialité

. 344i_ 1-2

-5 T3
1. z =z 414y donc Z = x — iy d’ou
3+4i 1—2i
2 =21 Z(x—iy)—&- 3 !
, Br4dix—hy+4dy  1-—2
Z = +
5 5
, Bx+4y+1  dox+ —3y—2.
z = 5 + 5 )

3z +4y+1 , 4r—3y—2
fety :f

2. (a) Le point M d’affixe z est invariant si et seulement si 2’ = z.

Dot , comme 2’ = 2’ + iy’ avec 2’ et y réels, 2’ =

Donc M d’affixe z = x + iy est invariant si et seulement si (z,y) est solution du systéme

3r+4y+1
T=——p—

_4xr -3y —2
B 5
1

Ce systeme équivaut a : x — 2y — 3= 0.

L’ensemble des points invariants est donc la droite (A) d’équation :
1
(A):x—Qa:—i:O

47 1—2¢
3+ Zetb: 3 Z.

f est donc une similitude indirecte. De plus, |a| =1 donc f est un anti-déplacement.

(b) L’expression complexe de f est de la forme 2’ = aZ + b avec a =

L’ensemble des points invariants de f est la droite (A), donc
f est la symétrie orthogonale par rapport a (A).

3. D = ensemble des points M d’affixe z tels que 2z’ € R.
dr —3y —2

0
)

Donc M € D si et seulement si Im(z') = 0, c’est a dire, si et seulement si

D est donc la droite d’équation : D : 4x — 3y —2 = 0.

4. Points de D a coordonnées entieres.

(a) Une solution évidente dans Z? de (4z — 3y = 2) est 9 = 2 et yo = 2

(b) (z,y) solution de (4= — 3y = 2) si et seulement si 4(z — o) — 3(y — yo) = 0.
D’ott (x,y) solution de (4z — 3y = 2) si et seulement si 4(x — x0) = 3(y — yo).
4 et 3 sont premiers entre eux, donc , d’apres le Théoreme de Gauss, 4 divise (y — yo) et 3 divise (z — x¢).
Donc , il existe k € Z tel que x = 3k + xg.
On remplace alors x par 3k + x¢ donc 4(z — xo) = 3(y — yo), et on obtient: y = 4k + yo.
On vérifie alors que pour tout k € Z, le couple (3k + 2,4k + 2) est bien solution de (4= — 3y = 2).
L’ensemble des solutions de cette équation est donc ’ensemble des couples (3k+2, 4k +2) avec k quelconque

dans Z.
5. x=1etyeZ.
Re(z') et Im(z') sont entiers si et seulement si 5 divise (4 4+ 4y) et (2 — 3y). Ceci signifie que

(S): { ;li_gz i gg Or , 4 et 5 sont premiers entre eux donc 4 + 4y = 0[5] <= 1+ y = 0[5]

De méme, —3 = 2[5] et 2 et 5 sont premiers entre eux donc: 2 — 3y = 0[5] <= 2 + 2y = 0[5] <= 1 +y = 0[5]
Donc le systeme (S) équivaut & 1 + y = 0[5] ou encore y = 4[5].

Les entiers y sont donc ceux de la forme y = 5k + 4 avec k quelconque dans Z.

Baccalauréat, Concours Général, Olympiades, Forum 1 sur http://www.maths-express.com
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Exercice 4 : Commun a tous les candidats
10

n
VnElN,un:2—n

1 10 10 1
1. upt1 £0,95u, sietseulement si (n;—iﬂ) <0, 951;— si et seulement si <n—|—> <19
n n n

10
1
D’ott up+1 < 0,95u, siet seulement si (1 + ) <19
n

2. f(z) = (1 + ;)10 , @ € [1; 400

(a) f est strictement décroissante sur [1; 400l
Pas besoin de calcul de dérivée pour le voir, il suffit de savoir que (%) est strictement décroissante sur
10; +o0f.

(b) f(1)=20>1,9et 'liI_‘I_l flz)=1.
f est continue sur [1; 400 donc d’aprés le Théoréme des valeurs intermédiaires, il existe o unique > 1 tel
que f(a)=1,9

(c) On prend sa machine & calculer !! Et on remarque de f(15) > 1,9 et f(16) < 1,9 donc 15 < a < 16.
Donc ng = 16.

(d) f est strictement décroissante sur [16;+oo[ et f(16) < 1,9.
Donc, en particulier, Vn € IN avec n > 16 , f(n) < 1,9.

3. (a) La suite (u,) est positive et pour n > 16, u,4+1 < 0,95u,, , donc pour n > 16 , up41 — up < —0,05u, < 0
Donc la suite (uy,) est décroissante & partir du rang 16.
(b) (un) est décroissante & partir du rang 16 et elle est minorée par 0.
Donc cette suite est convergente vers une limite L > 0.
4. On pose P(n) : "0 < u, < 0,957 044"

P(16) est vraie !!!! Aucun probleme car 0 < ujg < 0,95%u6 !!!

Hypothese de Récurrence : P(n) pour n > 16.

On suppose que 0 < u, <0,95n — 16ug
On sait que 0 < w41 < 0,95u, donc 0 < uy41 < 0,95 x 0,95" 10uyq
D’ott 0 < upy1 < 0,957 171644, ... Clest la propriété P(n +1) ....

Conclusion
P(16) est vraie.
Pour tout n > 16, P(n) = P(n+1)

Donc P(n) est vraie pour tout n > 16.

La suite (0,95"16) converge vers 0 car |0,95] < 1

Donc la suite (u,,) converge vers 0.





