COURS TERMINALE S LES NOMBRES COMPLEXES

A. Introduction des nombres complexes

Au XVIeme siecle, des algébristes italiens cherchent a résoudre des équations de degré 3 telles que, par exemple,
I'équation x’ = 15x + 4.

En 1547 Giralomo Cardano (1501 — 1576) (dit Cardan) publie le résultat suivant:
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Une solution de 1'équation x’ =px + ¢ est ;/ 44,19 _ p__|_§/ 4_,/4 _ P  Cette formule devrait permettre de trouver
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des solutions de 1'équation précédente. Mais on trouve a = \/ 2+ \/ —121+ \/ 2— \/ —121 -

Rafaél Bombelli (1526 — 1573) a I'idée d'utiliser les nombres appelés « imaginaires » comme —121 en utilisant les
regles usuelles de calculs, en tenant compte du fait que  (— 1)2 =-1.

Ainsi y—121 =11+y—1 et a= %/24_11\/_14_%/2_11\/_1 =2+ y—1 +2- =1 =4. Vérifier que 4 est bien
solution de cette équation.

Leonhard Euler en 1777, note le nombre +—1 =1.

B. Forme algébrique des nombres complexes
1. Ensemble C des nombres complexes
a) Définition : Il existe un ensemble noté C, contenant I'ensemble R, tel que:
» L'ensemble C posséde un nombre noté i tel que i * =— 1;
> tout élément de C s'écrit sous la forme a + ib ou a et b sont des nombres réels.
Les éléments de C sont appelés les nombres complexes.
b) Vocabulaire:
Avec z = a + ib , le réel a s'appelle la partie réelle de z , noté Re(z) = a ; le réel b s'appelle la partie imaginaire de z,
noté Im(z) =b .
Si Im(z) = 0 le nombre complexe z est réel. Si Re(z) = 0 le nombre complexe z est dit imaginaire pur.
c) Egalité de deux nombres complexes : deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont la méme partie
réelle et la méme partie imaginaire.
Soient a, b, a', b' des nombres réels. a + ib=a' + ib' équivautaa =a'etb =b'.
Cas particulier : a + ib = 0 équivautaa = b = 0.

2. Opérations sur les nombres complexes

On considere les nombres complexes z=a +ibet z'=a'+ib'.

a) La somme z + 7' estdéfiniepar z+z'=a+ib+a' +ib'=(@a+a)+ib+ D).

b) Le produit zz' est défini par zz'= (a + ib)(a’ + ib") = (aa’— bb") + i(ab' + a'b).

On en déduit en prenant z'=—1que —z=—a—-ibet z—z'=(a—a’)+i(b->b’).

c¢) Inverse d'un nombre complexe: Tout nombre complexe z non nul admet un inverse.
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—i——— . On vérifie que (a + ib)(

L'inverse de z = a + ib est le nombre complexe —
a+b a+b

Cet inverse est noté — .
z

d) Conjugué d'un nombre complexe:

Définition: Soit le nombre complexe z = a + ib. On appelle conjugué de z le nombre complexe noté 7 défini
par 7 =a-—ib.

Propriétés : Le nombre complexe z est réel équivautaz= 7 .

Le nombre complexe z est imaginaire pur équivautaz=— 7

Pour tout nombre complexe z, 7 =z.

Siz=a+ib,alorszz =a’ +b"
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Pour tous nombres complexes z et z et toutentiern: z+z' = 7 + z_ 5 —
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3. Représentation graphique des nombres complexes

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O; i, v ).

A tout nombre complexe z =a + ib , on associe I'unique point M du plan de coordonnées M(a; b). Le point M s'appelle
I'image de z.

Réciproquement, a tout point M(a; b) du plan on associe le nombre complexe z = a + ib. Le nombre complexe z
s'appelle 1'affixe de M.

Propriété: Soient M et M' deux points du plan d'affixes respectives z=a + ibetz'=a’ + ib’. Le milieu I du segment
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[MM'] a pour affixe £

B. Forme trigonométrique des nombres complexes

1. Module et argument d'un nombre complexe

Définition : Soit z = a + ib un nombre complexe et M son image dans le plan.

On appelle module du nombre complexe z le nombre réel positif égal a la distance OM =  ¢*+ b , noté Izl.
On appelle argument du nombre complexe z non nul, tout nombre réel égal a I'angle de vecteurs ( i ; OM ),
noté arg(z). Cet argument est donc défini a 27t pres.

Remarque: Les nombres Izl et arg(z) définissent les coordonnées polaires du point M.

Pour déterminer un argument du nombre complexe z on utilise les relations:

Soit (r; 8) des coordonnées polaires de M. Alors a=rcos @ ,b=rsin@ etr= \a'+b*.
Exemple : Le nombre complexe 1 + i a pour module \1°+1> = \/E .
, «a 1 2 s 1 W2 -
Notons 6 un argumentde 1 +i. Alorscosf = — = 7= = —— etsin=— = 7= = — .Donc 6 =— [2m].
roV2 2 roV2 2 4

Propriétés: Deux nombres complexes z et z' sont égaux si et seulement si ils ont le méme module et des arguments
égaux modulo 2.

De maniére évidente : 77 = lzI’.

Pour tous nombres complexes z et z":

Ainsi, le module du produit est

On suppose ici z et 2" non nuls égal au produit des modules de

Produit lzz'l = Izllz! arg(zz') = arg(z) + arg(z)) [2m] deux nombres complexes.

] p ; p Le module de l'inverse est égal a
Puissance Al Arg(z) = nX arg(z) [2r] I'inverse du module d'un nombre
Inverse 1 1 1 complexe.

Z = m pour z non nul arg( Z )=-arg(@) [2m] Un argument du produit est égal &
la somme des arguments de deux
Quotient 2| _ Iz pour ' non nul | arg( £ ) = arg(z) — arg(z) [27] nombres comple)(fis.
z' |z z' Un argument de l'inverse est égal a
I'opposé d'un argument d'un
Conjugué 17 1=zl arg( 7 ) =—arg(z) [2m] nombre complexe.
Opposé -zl =Izl; arg(—z) = +arg(z) [2m].

Démonstration: Onpose z=a +ibetz' =a'+ib',r= Na'+b* , r'= Va’+b" ,0 =arg(z), 0' = arg(z).
Module du produit : Izz° = l(aa'— bb") + i(ab’ + a'b)l = (aa' — bb')’ + (ab’ + a'b)’ = (aa’) + (bb'Y + (ab')’ + (a'b) =
@+b)a’+b =111 .

Argument du produit : arg(zz") = arg(r(cos + i sinf )r'(cosf' + i sinf")) =

arg(rr'(cosd cosd' — sinf sinf' + i (cosOsind' + sinfcosh")) = arg(rr'(cos(@ + 0') + i sin(0 + 0")) = arg(z) + arg(z’) [2m] .

a—ib| @ b 1 1
a+b
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Module de l'inverse : = = = .
(@®+b*? (4P d+b° 7]

a+b’
arg(r(cos(-0) + i sin(-0))) = — 6 = — arg(z) [2m]. ...

= arg( @ = arg( 7 ) = arg(r(cosO — i sinf)) =

1
Argument de l'inverse : arg( — ) = arg(
z



2. Forme trigonométrique d'un nombre complexe

Définition : Soit z = a + ib un nombre complexe et M son image dans le plan. On appelle forme trigonométrique du
nombre complexe 7 : z = Izl(cos(arg(z)) + i sin(arg(z))).

Si r =zl et 0 = arg(z), alors la forme trigonométrique est z = r(cosé + i sinf ).

Exemples: Déterminons la forme trigonométrique des nombres complexes suivants: z=1+ietz'=1-i \/E :

0 0 0
Izl = \/E etarg(z) = Z [27r], donc z = \/E (cos Z + i sin Z ).

' '

1] 2 a_ l 3 _b __ 3 N
I 12+(_\/§) =2. Notons 6 = arg(z'), cos 0 = - = 5 etsinf = - = 5 En utilisant le cercle
r r

-1 - -
trigonométrique, on trouve que 6 = T [27r], donc z' = 2(cos( T ) + i sin( T ).
Propriétés :

Si z=r(cosf +isinf ) et z' = r'(cosd' + i sinf' ), alors zz' = rr'(cos(6 + 0") + i sin(6 + 0"));

)
et = = — (cos(0—0) +isin(0 - 0).
r

Notation exponentielle :
Définition : Pour tout nombre réel 0, on pose ¢’ =cos 0 +isin0 .
Le nombre ¢'’ est en fait le nombre complexe de module 1 et d'argument 0.
Pour tout nombre complexe nonnul z, z=r ¢'° oll rest le module de z et 0 est un argument.
Ainsiz=re'’ =r(cos + i sind ).
i0
. . . , e o — .
Propriétés : Pour tous réels O et 0', &' X ¢'% = %), — = &0 . el =
e
et pour tout entier relatif n, ( e"")n ="

Remarque : Le module de ¢'° est 1 et un argument de ¢ est @ défini modulo 27r.

Formules de Moivre et d'Euler:

1) Formule de Moivre: pour tout réel 6 et tout entier 7 :

(cosO +i sinf)" = cos(n@) + i sin(nd) et (cosd — i sind)" = cos(nd) — i sin(no) .
Cette formule se démontre facilement a partir de la notation exponentielle.

2) Formule d'Euler: pour tout réel 6,
i0 —i0 i0 —i0
e +e . e —e
cosf= —— et sinf =————
2 2i

C. Equation du seconde degré

1. Résolution de I'équation z* = a ol a est un réel .

Si a est positif, les solutions sont réelles égales a \/; et — \/Z .

Si a <0, les solutions sont complexes et égales a i \/—_a et —iv—a.

2. Résolution de 1'équation du second degré : az’ + bz + ¢ =0 ot a, b et ¢ sont des réels et a est non nul.
Cette équation admet toujours des solutions dans €. Considérons A = b — 4ac . Plusieurs cas se présentent :

—-b+VA . —-b—VA
AL LN _
2a

» SiA >0, 1'équation admet deux solutions réelles égales a z, = = ———;

2a
. . . —b
> SiA =0, 'équation admet une solution réelle égale a z = 2— ;
a

—b—iV—-2a
= —— . Les

> SiA <0, I'équation admet deux solutions complexes égales a z; = 2
a

22

—b+iV—-A
— et
2a

solutions complexes sont toujours conjuguées : Z, = z,.

Exemple : Résoudre dans C I'équation z° — 2z + 4 =0: A = b’ — dac = — 12 < 0, donc I'équation admet deux solutions

2412 24203 2-iV12 -
_ — —2 = 1—1\/3.

complexes : z; = 5 5 = 1+i\/§ et 7, =




D. Nombres complexes et géométrie

Dans tout ce paragraphe, Le plan est muni d'un repere orthonormé (O; i, V).

1. Affixe d'un vecteur

Définition : A tout nombre complexe z = a + ib, on associe le vecteur W de coordonnées w (a; b). Le vecteur w
s'appelle le vecteur image de z.

Réciproquement, 2 tout vecteur W (a; b) du plan on associe le nombre complexe z = a + ib. Le nombre complexe z
s'appelle 1'affixe de W .

Pour tout point M(a; b) du plan, le nombre complexe z = a + ib est I'affixe du point M et du vecteur OM .

Pour tout réel k, 'affixe du vecteur k w est kz ; l'affixe du vecteur w + w' est z+7z7.

Deux vecteurs sont égaux si et seulement si leur affixe sont égales.

Soient A et B deux points du plan d'affixes z, et zp ; le vecteur AB a pour affixe zz— 2z, .

2. Propriétés : Soient w et w ' deux vecteurs d'affixes respectives z=a+ib et 7'=a'+ib'.
> L'angle de vecteur ( u ; w ) =arg(z) [2m].

» Lanorme du vecteur w estllw Il =zl

-

z -
> arg( - )= (w'; w) [2m]. Attention a 1'ordre !
z

- P . £ 4
> Les vecteurs W et w' sont colinéaires équivaut a est réel.
’
Z

- - P . < . .
» Les vecteurs w et w' sont orthogonaux équivaut a — est imaginaire pur.
z'

> Pour tous points A, B, C, D du plan d'affixes respectives z, , zg , 2c , Zptelsque A #BetC # D :

ip " ¢

arg( )= ( AB; CD) [2m].

%
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Démonstration : Les deux premieres propriétés sont évidentes.

-

Ensuite, arg( i' y=arg(z)—arg(z)=(Cu; w)-( u; w' )=( w'; w) [2m] par la relation de Chasles.
b4

Les vecteurs W et w' sont colinéaires équivaut 2 il existe un réel non nul k tel que w'=k w équivauta z' = kz

(s 21 2 .
équivauta — = — ,soit — estréel.
'k z

'

R N o U T L. . z ™ L. .
Les vecteurs w et w' sont orthogonaux équivauta ( w'; w )= E [r] équivaut a arg( - )= 5 [rr] équivaut a
z

Z i . . . L.
—, =r ,2 =riquiestimaginaire pur.
z
2,2 .
arg( )= ( AB; CD) [2m] provient de la troisieme propriété.
-z
B A

E. Ecriture complexe de transformations du plan

1. La translation

Soit w un vecteur d'affixe a + ib. Pour tout point M du plan d'affixe z , son image M' par la translation de vecteur w
a pour affixe z'=z+a + ib.

Eneffet, MM' = i ,soitz'—z= a+ibdouz =z+a+ ib.

2. L'homothétie
Soit £2 un point d'affixe w et k un réel non nul. Pour tout point M du plan d'affixe z, son image M' par I'homothétie de

centre (2 et de rapport k a pour affixe z'— w = k(z — w) .
Eneffet, OM' =k oM ,80it 7' —w = k(z—w).

3. La rotation

Soit 2 un point d'affixe w et 0 un réel non nul. Pour tout point M du plan d'affixe z , son image M' par la rotation de



centre 2 et d'angle 0 a pour affixe 7' —w = €'’ (z— w) .
S — 7'—w
Eneffet, ( QM ; QM')=0,et QM =0OM',doncarg(—— )=0 [2m]etlz'—wl =Iz- wl, soitsi M # Q,
Z—w

z'—w z'—w‘ z'—w ) Lo .
| | = =1, donc = ¢ etainsiz —w= ¢’ (z-w).
|z—w| 7—w 7—w

L
Exemples: La rotation de centre O et d'angle E a pour écriture complexe : 7' = iz .

La symétrie centrale de centre O a pour écriture complexe : z'=—z.



