COURS TERMINALE S LE CALCUL INTEGRAL

A. Notion d'intégrale
1. Aire sous la courbe
On définit le domaine plan, qu'on appellera aire sous la courbe C représentative
. .. . . e e s 2
d'une fonction positive f sur un intervalle [a; b], la partie du plan délimitée par . —uni té d'aire
I'axe des abscisses, les droites d'équation x = a et x = b et la courbe C.
0
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Le plan est rapporté a un repere (O; i, 7). 3 7

L'unité d'aire (notée u.a.) est I'aire du rectangle défini par les unités des axes.

2. Intégrale d'une fonction positive
Définition : On considere une fonction f définie et positive sur un intervalle I, deux réels a et b de I tels que a < b, et C

la courbe représentative de f dans un repere du plan.
b

On définit I'intégrale de la fonction f sur l'intervalle [a; b], notée f f(t)dt comme l'aire (en unités d'aire) de la partie

a

du plan délimitée par I'axe des abscisses, les droites d'équation x = a et x = b et la courbe C.
b

b
Remarque: la variable ¢ est appelée une variable muette. On peut écrire f f(r)dr = f fludu = ..

a
4

Exemple: On cherche a calculer f (2¢—1)dr . On trace la droite représentative [
1

de la fonction f définie sur [1; 4] par f(r) =2¢— 1 . Cette fonction est positive

sur cet intervalle, et cette intégrale est égale a I'aire de la partie du plan

délimitée par 1'axe des abscisses, les droites d'équation x = 1 et x = 4 et la droite

(d). Cette partie du plan est un trapeze dont l'aire égale

( petite base + grande base) X hauteur
2
de coordonnées A(1;0), B(1; 1), C(4; 7), D(4; 0).
(AB+CD)XAD  (1+7)X3

L'aire est donc égale a 5 = 5 = 12 unités d'aire.

. Les sommets du trapéze sont les points

3. Extension a une fonction de signe quelconque

Si la fonction f continue sur [a; b] n'est pas positive sur tout
l'intervalle [a; b], alors I'aire A de la partie du plan délimitée par 1'axe
des abscisses, les droites d'équation x = a et x = b et la courbe C
s'obtient de la facon suivante:

b
Si fest négative sur [a; b], alors f f(t)dt =-A.

Si fest de signe quelconque sur [a; b], alors on détermine les
intervalles sur lesquels f est positive et ceux sur lesquels f est négative,

b
et f f(t)dt = Ay — A+ A;— Ay + As (sur la figure ci-contre).

4. Valeur moyenne d'une fonction
Définition: On considere une fonction f définie sur un intervalle I, deux réels a et b de I tels que a < b.

1 b
dr .
b_a{f(t) t

La valeur moyenne de la fonction fsur [a; b] est le nombre réel



B. Propriétés de l'intégrale
1. Propriétés algébriques
On considere une fonction f définie sur un intervalle I et les réels a, betcde I :

> }f(t)dt =0.

b

> On admet que ff(t)dt =— ff(t)dt.

b a

> Relation de Chasles: ff(t)dt + ff(t)dt = ff(t)dt.

> Linéarité : | kf (t)dt = k[ f(t)ar .

a a

Q>

(f()+g(eNdr = [ f(e)ar + [g(r)ar.

2. Intégrales et inégalités

On considere deux fonctions f et g définies sur un intervalle I et les réels a et b de [telsque a < b :

> Positivité: Si f = 0 sur [a, b], alors ff(t)dt = 0.
b

> Ordre : Si f > g sur [a, b], alors ff(t)dt > fg(t)dt .

b b

> Inégalité de la moyenne : Si pour tout x de [a, b], m < fix) < M, alors m(b —a) < ff (t)dt < M(b - a), c'est-a-
b

dire que la valeur moyenne u de f vérifie m < yu < M.

a

Si pour tout x de [a, b], | fix)| <M, alors |f f(t)dt| <M - a),

b
C. Primitives d'une fonction
1. Notion de primitive
Définition: On considere une fonction f définie sur un intervalle I. On appelle primitive de f sur I toute fonction F
dérivable sur I telle que pour tout x de I, F '(x) = fix).

Exemple: Une primitive de la fonction f définie sur IR par fix) = 2x — 1 est la fonction F définie par F(x) = x” — x + 1.
3

X
Une primitive de la fonction f définie sur R par f(x) = x° est la fonction F définie par F(x) = ? .

2. Ensemble des primitives d'une fonction et conditions initiales

Propriété : Toute fonction f continue sur I admet une infinité de primitives sur I.

Si la fonction F en est une, alors les autres primitives de f sont les fonctions de la forme F(x) + k avec k € R .
Propriété : Soit fune fonction continue sur un intervalle I, x, dans I, et y, un réel quelconque. Alors la fonction f admet
une unique primitive F telle que F(x,) = y, (appelée condition initiale).

xX+5

Exemple : La primitive de la fonction f définie sur IR par f{x) = x” telle que F(1) = 2 est F(x) =

3. Intégrale et primitive
Théoreme : On considere une fonction f continue sur un intervalle I et a un réel de L
La fonction F définie par F(x) = f f(¢)dr estla primitive de f qui s'annule en a.

Démonstration : La démonstration est faite dans le cas ou la fonction fest positive et croissante. Soit x, dans [ et x > x; .
Pour tout réel t € [x, ; x], on a fixy) < f(f) < fix) par la croissance de la fonction f. Ainsi, par le théoréme de la moyenne,

Sflxo)(x — x0) < f ft)dt < fx)(x - xo).

Pour ¢ dans I, Posons S(c) l'aire du domaine plan délimité par la courbe C;, I'axe des abscisses et les droites d'équation



x = a et x = c¢. Par la relation de Chasles, f f(e)dt

Donc flxo)(x —x0) < S(x) — S(x) < flx)(x —xp), d'out flxg) <

X

o

lim f(x) = f(xy), et par le théoréme des gendarmes lim

=
X=X,

X=X,

S(x)-S(x )

S(x)—S(x )

= [ rwd - [ F(e)dr =S@)-S(xo) -

< f(x). La fonction f étant continue,

0

0

= f(x). Ainsi la fonction S est dérivable en x, et

X—X

0

S'(xp) = flxo). Ceci est vrai pour tout x, de I, donc S est dérivable sur I et S'(x) = f(x). Donc S est une primitive de f.

De plus, S(a) = f f(t)dt =0, donc S est la primitive de f qui s'annule en a.

b

Théoréme : Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b deux réels de 1. Alors f f(t)dt =F()-F(a) ot

F est une primitive quelconque de f .

b

Démonstration : Soit F la primitive de f qui s'annule en a. Alors F(b) = f fr)dr.

a

a

b
Notation : ff(t)dt = {F(t)}b =F(b)-F(a) .
a

Soit G une primitive quelconque de f. On sait que G est de la forme G(x) = F(x) + k avec k € R.

b
Donc G(b) — G(a) = F(b) + k—F(a)— k=F(b) = [ f(t)dr.

4. Tableau des primitives
Dans le tableau, u' est une
fonction définie et continue sur
l'intervalle 1.

Exemples :

1
fx)= — surR¥;
X

Fi)= — +k.

x
Sflo) =2x ¢ surlR;
F(x)= ¢! +k.

Inx
fix)= — sur ]O; +oo [ est de
X

la forme u'u ;

F(x) = % (Inx)” + k.

D. Intégration par parties

Fonction Primitives Définie sur
f(x) = a (constante) F(x)=ax + k R
f)=x" oune Z\{-1} F(x) = n+1xn+l k Rsin>=0 etlR\{0}sin<0
o) = i Fx)=Inx + k 10; +o0 [
flx) =€ F(x)=¢" +k R
fix) = cosx F(x) = sinx R
Sflx) = sinx F(x) = — cosx R
au' au I
u'e" e I
uu'oin € Z\{-1} 1 o Isin=0 et
n+1 IN{x,ux)#0}sin<0
u' Inu u(x)>0surl
u In(— u) u(x) <Osurl

Propriété: On considere deux fonctions u et v dérivables sur un intervalle I et a et b deux réels de 1.

Alors fu(x)v'(x)dx = {M(X)V

a

(x)}: ~ [ v(x)dx .

Démonstration : On sait que (uv)' = u'v + uv', ainsi uv' = (uv)' — u'v et en intégrant ces deux fonctions sur [a; b], on

obtient fu(x)v'(x)dx = f(u(x)v(x))'dx - fu'(x)v(x)dx = {u(x)v(x)}: - fu'(x)v(x)dx.

a

Application : On peut alors calculer des intégrales portant sur des fonctions dont on ne peut pas facilement déterminer

une primitive. On peut aussi déterminer des primitives.



1

Exemples : a) Déterminer f xe" dx . On pose v'(x) = e* et u(x) =x. Alors v(x) = €' etu'(x) = 1.
0

1 1
Ainsi f xe'dx = {xex]l - Jlexdx =1le'-0- {ex]l =e—(e—1)=1.
0 0 0 0
b) Déterminer une primitive de In sur ]0; +oo [ : On cherche par exemple la primitive F de In qui s'annule en 1.

[ 1
On a donc F(x) = f Intdt.Onpose vi(x)=1etu(x)=Inx.Alors v(x)=x etu'(x)= — .
A x

X

X

tHr = [tlnt—t]x =xlnx —x - 1.
1 1 1

*_ j",ld, - [rlnt

D'ou F(x) = jlnxdx = [flﬂf T jlld; = [tlnt
1 1 1 t 1 1

Cas des fonctions de la forme P(x)e" : on prend v'(x) = ¢* et u(x) = P(x) ou P est un polyndme.
Cas des fonctions de la forme P(x)Inx : on prend v'(x) = P(x) et u(x) = Inx ou P est un polynome.

E. Calculs d'aires et de volumes

1. Calculs d'aires

Théoreme : Soient f et g deux fonctions définies et continues sur un
intervalle I, a et b deux réels de I tels que a < b.

On note C; et C, les courbes représentatives de f* et g dans un repere
orthogonal du plan.

Si pour tout x de [a; b], flx) < g(x), alors 'aire comprise entre les deux

courbes C; et C, et les droites d'équation x = a et x = b est égale a
b

[ (g(x)=F(x))dx va.

a

Exemple: Déterminer 1'aire comprise entre les courbes représentatives de la fonction carrée et de la fonction cube sur
I'intervalle [0; 1].

Ces deux courbes se coupent en trois points d'abscisses solutions de I'équation x” = x*, soit x(x’ — 1) = 0,

soit x(x — 1)(x + 1) = 0. Les solutions sont — 1, 0 et 1. Les solutions qui sont dans l'intervalle [0; 1] sont O et 1.

De plus, sur [0; 1], X’ < x° (on peut le montrer a 1'aide d'un tableau de signes). Donc l'aire cherchée est égale a

b 3 4

1
f(xZ—x3)dx = [Z-I) - — ua
y 3 4y 12

= b:‘{:‘-zf9

2. Calculs de volumes
L'espace est muni d'un repere orthogonal (O; 7 , } , k ). — If de cote =

On appelle unité de volume noté u.v. Le nombre || 7 } Il & 1.

On considere un solide limité par les plans d'équation z=a etz=b avec a <b. e——
z=a 7k
T

Oy

Pour tout z tel que b, on note P, le plan perpendiculaire a (Oz) et de cote z,

S(z) l'aire de la section du solide par le plan P, . Si S est une fonction continue sur
b

[a; b], alors le volume du solide est V = f S(z)dz u.v.

a

Volume d'un solide engendré par la rotation d'une partie de plan autour d'un axe

L'espace est rapporté a un repere orthogonal (O; 7, 7 , k), on considere la partie du plan (O; i, } ) délimitée par la
courbe d'équation y = f{x) et les droites d'équation x = a, x = b et l'axe (O; 7 ). En tournant autour de I'axe (O; 7 ),
cette partie de plan engendre un solide de résolution limité par les plans paralleles a (O; _j , k) d’abscisse respectives

a et b. La section S du solide par le plan parallele a (O; 7 , k ) d'abscisse x est un disque de rayon f(x),
b

b
donc d'aire Tf(x)’ . Le volume de ce solide est en unité de volume : f S(x)dx = m f f (x)de .

a



Courbe Solide de révolution engendré par cette courbe

¥ = fiz)

i,
!

Exemple: On considere le paraboloide construit en faisant tourner la parabole d'équation y = x* sur l'intervalle [0; 1]
autour de l'axe (Oy). Le paraboloide est un solide compris entre les plans d'équations y =0 et y = 1, et la section du
solide par le plan perpendiculaire 2 (O; ) est un disque de rayon x, donc d'aire 1x* = Try.

1
™
Alors le volume de ce paraboloide (bol) = f mydy = 7Ty— ' — uv.

0 2 o 2




