COURS TERMINALE S LES LIMITES

A. Limite d’une fonction en + oo

On considere une fonction f définie sur un intervalle de la forme [ a ; + oo [ ; plusieurs cas se présentent :
a) Si les valeurs f{x) dépassent n’importe quel réel M donné deés que x est suffisamment grand,

alors  lim f(x) _ 4 .

b) Si les valeurs de f{x) sont aussi proche que I’on veut d’un réel / dés que x est assez grand, alors liT flx) 2 [.

On dit alors que la droite d’équation y = [ est une asymptote horizontale a la courbe C, .
¢) Si f{x) <0 et | fix) | dépassent n’importe quel réel M donné des que x est suffisamment grand,

alors lim f(x) = _ o
d) Cas des fonctions de référence :
fix) X2 x Vx [ x| 1/x

lim f(x)| +oo + + oo + o 0"

x—+w

B. Limite d’une fonction en a réel

1) a =0 : on suppose que f est définie sur | -b;0[w ]0;b [, avec bréel >0 ; il faut déterminer la limite de f

lorsque x est négatif ( & gauche de 0 ) et la limite de f lorsque x est positif ( a droite de 0 ) :

Notations : x tend vers 0 a droite (par valeurs positives) : x —® 0" ou x—» 0
x>0
x tend vers 0 a gauche (par valeurs négatives) : x =% 0~ ou x 0
x<0
a) Si les valeurs de f{x) dépassent n’importe quel réel deés que x est suffisamment proche de O par valeurs
. lim f(x) : : .
positives, alors = + oo ; dans ce cas, on dit que la droite d’équation x = 0 (axe des ordonnées) est une

x>0
asymptote verticale a C; .
b) Si les valeurs de f{x) sont aussi proche que I’on veut d’un réel / dés que x est suffisamment proche de O par

. lim f(x)
valeurs positives, alors . =

x>0
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Exemples - llm—_+oo, lim— __ . llm—2_+°o' llm—2_+°o' lim N x -0
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x>0 x<0 x>0 x<0 x>0

2) a quelconque : on suppose que f est définiesur | b; a[ U Ja, c[;il faut déterminer la limite de f lorsque x
estagauchedea: x—q ,etlalimite de f lorsque x estadroitedea: x—q

x>a x<a
a) Si les valeurs de f{x) dépassent n’importe quel réel M deés que x est suffisamment proche de a par valeurs

lim f(x)
supérieures a a, alors -, =+ oo ; dans ce cas, on dit que la droite d’équation x =a est une asymptote

verticale a C, .
b) Sifix) <0 et|f{x)| dépassent n’importe quel réel M donné dés que x est proche de a par valeurs supérieures a

lim f(x) , U o
a,alors -, = — oo ; dans ce cas, on dit que la droite d’équation x = a est une asymptote verticale a C;.
lim 1 lim L
Exemples: " o =+oo; .y x—2 =—rco;ladroite d'équation x =2 est une asymptote verticale a la
x>2 x<2

1

x—

courbe représentative de la fonction qui a x associe



2x+3 . 2x+3

lim _ . lim _ . Sy . _ . N
1y =05 1 1—x = too;ladroite d'équationx =1 estune asymptote verticale a la courbe
x>1 x<1

2x+3

représentative de la fonction qui a x associe )
—Xx

C. Opérations sur les limites : Dans ce qui suit, o estun réel ou +eo ou —oo ; /et /' sont des réels.

1) Limites de k f ot k est un réel non nul :
lim f(x) i + oo — o0

Xox

lim kf (x) | kI | 4o0 sik>0 et o sik>0 et +

X o

oo sik<0 oo sik<0
2) Limitesde f+ g :
lim f (x) 1 400 | 400 | oo |
lim g(x) I Ik ) 400 )
[+ | +oo ? +o0 oo
lim f(x)+g(x)
3) Limites de fg :
lim f (x) [ +o0 400 0 400 QU —oo
lim g (x) I |I'>0| I'<0 | +o 0
Lim f(x)*g(x) i’ +oo 00 ) ?
4) Limites de f/ g :
lim f (x) l l <0 0 400 OU —o0 +00 +00
lim g(x) I’#0 | +o ou—oo 0* 0 400 QU —o0 I'>0 I'<0
Jim LX) L —o0 ? ? +o0 oo
im LX)
ow g(x) I 0

Les quatre résultats ou apparaissent des points d'interrogation indiquent qu'il n'est pas possible de déterminer la
limite dans ces cas la. On les appelle les formes indéterminées.
Il faudra utiliser une transformation d'écriture des fonctions f et g pour pouvoir déterminer cette limite.

Exemples : On cherche a déterminer ' (r*=2xVx) . On sait que lim X _ oo e que lim 2x Vx 2 =400 . On

X—=+0o0 xX—+o0 X =+

obtient une forme indéterminée +oo — oo. Il faut lever l'indétermination. Ici, on peut factoriser 1'expression par x” :

—1et lim (x2—2x\/;) — oo,

X+

2 . 2
X2xyx = & \/7 Or lim T =0, donc lim (1—\/—;)

X—=+00 X—+o0

5) Propriétés: La limite en +co ou en — oo d'un polyndme est la limite de son terme de plus haut degré.
La limite en +o0 ou en — e d'une fonction rationnelle est la limite du quotient des termes de plus haut degré.

. 5 4 2 . 5 4 2 . 5
Exemples: On cherche l’T (727 =5x"=4) Duapres la propriété , l’T (77 =5x"—4x) _ I’T 7X" — joo,
3x°—2x . o 3x'-2x 32 3
On cherche lim ——————  D'apres la propriété , lim ———— = lim — = lim — =0.
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D. Asymptote oblique : Le plan est rapporté a un repere o)

(O; 7, j).On considere une fonction f définie sur

Im ; 4+o0 [, C; sareprésentation graphique, et une droite (d)
d’équation y = ax + b ; on dit que (d) est asymptote oblique a C,
en +oo si  lm Lf(x)=(ax+b)] _ ¢

X =+

Graphiquement, lorsque x devient grand, la courbe C; se

~
L

o
L

rapproche de la droite (d). En fait, si P est un point de C; 5 M
d'abscisse x, et M un point de la droite (d) de méme abscisse, alors 4
la distance MP tend vers 0 lorsque x tend vers +oo. Et (d) est

asymptote a C; en - oo si lim [ f (x)=(ax+b)] _ 0.

2 1. —— lim [f(0)=(x+1)] _ 1

_1 .X'—l " xotow /
0

2

Exemple : f(x) =

Oet lim [f(x)_(x+l)]:O.Doncladroite(d)d’équation Ao T Ta Ts e s Je [7 s

X——00

y =x + 1 est asymptote oblique a la courbe représentative de la fonction f +oo et en — oo (figure ci-dessus) .

E. Théoreme de comparaison

Dans ce paragraphe, « représente un réel ou bien +oo ou — oo .

1. Comparaison a l'infini

Si pour x assez proche de «, on a I'inégalité flx) < g(x) et si lim f(x) _ + oo, alors lim g(x) _ + oo,

Si pour x assez proche de «, on a I'inégalité f(x) = g(x) et si lim f(x) — _ o , alors lim g(x) _ _ oo,

2. Théoréme des gendarmes

Si pour x assez proche de «, on a l'encadrement A(x) < fix) < g(x) et si lim h(x) _ limg(x) _ k , alors

lim f(x) _

XD

Ces théoremes sont comparables avec ceux étudiés sur les suites numériques.
Exemples: 1. On considere la fonction f définie sur R par f{x) = 2x — sinx . Pour tout réel x, on a — 1< sinx < 1,

alors — 1< —sinx < 1, et 2x — 1 < f{x) ; puisque lim (2x—1) = +oo,alors lim fx) 2 4 oo,

+ x—+o0
Lo . P sinx . )
2. On considere la fonction f définie sur R\{O} par fix) = —— . Pour tout réel x, on a — 1< sinx < 1, alors
X

< 1 ; puisque  lim Lo m =L =0,alors lm f(x) g
x

x40 X x—o+0w X Xt

sin x

<

pour tout réel x>0, —
X X

F. Limite d'une fonction composée

Théoreme: «, f, y sont des réels ou bien +oo ou —oo .

Si fifif(x) =P etsi ){il?;g(x) =y ,alors fifigof(x) =y.

Exemples d'utilisation:

1. On considere la fonction f définie sur [3; + oo par fix) = m . On sait que lim (x’=3x’+1) =+

X—+00
o, et lim\/;=+°°,dOnC lim f(x) = + oo,
X =+ X+

mx—3 ™

2. On considere la fonction f définie sur [0; + oo ar f{x) = sin .On saitque lim = —,et
f [ [ parfix) 2x+1 q ot 2X+1 2
lin}T sinx =1,donc lim flx) 2.

x—o—
2 x>+



