COURS TERMINALE spécialité LA FONCTION LOGARITHME

1. Notion de bijection

On considére une fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle I (bornée ou non). Le théoréme
des valeurs intermédiaires permet d'affirmer que pour tout réel y dans f(I), il existe un unique réel z de I tel que
flz) = y.

On dit alors que fréalise une bijection de I dans f(I).

On admet qu'il existe alors une fonction réciproque de f, notée f* telle que pour tout y de f(I), f ' (y) = =
La composée de fet de f * donne la fonction identité qui & z associe x :

pour tout réel zde I, f ! o f{z) = z, et pour tout réel x de f(I), f o f ' (z) =

2. La fonction logarithme népérien

Définition: La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur R.

L'équation exp(z) = y ou y est un réel strictement positif admet une solution unique sur R d'aprés le corollaire
du théoréme des valeurs intermédiaires.

11 existe une fonction définie sur |0; + o[ qui & tout réel y > 0, associe l'unique réel z tel que exp(z) = y.

Cette fonction est appelée fonction logarithme népérien, notée In.

On a donc pour tout réel z, In(exp(z)) = x, ouln(e” ) = z .

De plus, pour tout réel z strictement positif, exp(In(z)) = z, ou e ™ = z .

Autrement dit, pour tout réel z, e * = y équivaut a pour tout réel y strictement positif, In(y) = = .
On dit que In est la bijection réciproque de exp.
La fonction In est définie sur |0; + oof.
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Propriétés 1: In(1) = 0 ; In(e) = 1; In

Propriétés 2: Pour tous réels a et b strictement positifs:
In(ab) = In(a) + In(d) ; la fonction In transforme un produit en une somme.

In 5) = —In(b) ; la fonction In transforme un inverse en un opposé.
In % = In(a) — In(d) ; la fonction In transforme un quotient en une différence.
Pour tout entier naturel n, In(a") = nln(a) ; In( Vg ) = % In(a).

Démonstration: On utilise un résultat qui sera démontré dans la partie C: la dérivée de In est la fonction inverse.
Pour un réel a > 0, considérons la fonction f définie sur |0; +o [ par f(z) = In(az) — In(z) ;

1 1
elle est dérivable sur ]0; 4+ o[ comme somme et composée de fonctions qui le sont. Et f'(z) = a — - — =0.
ax x

Donc la fonction fest constante égale & f(1) = In(a) , donc In(az) — In(z) = In(a), soit In(az) = In(a) + In(z).
Cette relation étant vraie pour tout réel a > 0, on obtient que pour tous réels a et b strictement positifs,
In(ab) = In(a) + In(d).

En prenant a = % , la premiére égalité donne In(1) = In i —In(b) et puisque Inl = 0,
o 1
il vient In |—| = —1In(b).
b
1 1
In |=| =1In aX; =1In(a) + In 5 = In(a) — In(d).

Et pour tout entier relatif n, In(a" ) = In(eXaXa ...) = In(a) + In(a) + ... + In(e) = nin(a).

Pour tout réel a > 0, (/g )? = a, donc In(( /g )?) = In(a), soit 2In( /g ) = In(a), et donc In( /g ) = % In(a).



3. Etude de la fonction logarithme népérien
a) Fonction dérivée

1
Théoréme : La fonction In est dérivable sur |0; +o [ et In(z)' = — .
x

Démonstration: On sait que pour tout réel z, exp(In(z)) = = .
En dérivant cette expression, on trouve exp'(In(z))X In'(z) = 1, et comme exp' = exp,
alors exp(In(z))X In'(z) = 1.

. 1
De plus, exp(In(z)) = =z, ainsi z XIn'(z) = 1, d'ou In(z)' = — .

X

Donc pour tout z > 0, la dérivée de In est strictement positive et la fonction In est strictement croissante.
Remarque: La fonction In est donc continue, puisque dérivable et strictement croissante sur |0; + oof.
Pour tous réels a et b strictement positifs, Ina = Inb entraine a = b; et Ina > Inb entraine a > b.
De plus, pour a > 1, In(a) > 0 et pour 0 < a < 1, In(a) < 0.

ii) Limites aux bornes
Théoréme : Zi’)(" In(x) — j o0 et li;?g In(x) — o

Démonstration : Soit M un réel. La fonction In étant strictement croissante sur |0; + o |,

pour z > e™ In(z) > In(e™ ) = M. Donc In(z) est aussi grand que 1'on veut, donc l_’)ﬁ In(x) — 4o

1
En prenant X = 1 , soit x = X lorsque z tend vers 07, X = 1 tend vers 400,
X X
done {130 = im () = fin, (X)) = i ) =[5 o 1 o
f(=) ]l +

Tableau de variations:

iii) Représentation graphique flz) 1] /'
Quelques tangentes remarquables: || —o0

La tangente au point d'abscisse 1 a pour équation :
y=1(z—-1) + Inl = z- 1.
La tangente au point d'abscisse e a pour équation :

1 X X
y= —(z—€e) +lne= = -14+1= ~.
e e e .
Cette tangente passe par l'origine du repére. 0 1 2 3 a 5

Propriété: Les courbes des fonctions exponentielle et logarithme
népérien sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = .

iv) Des limites & connaitre -2
In(x) In(1+x)

—0: limxln(x) -0
xo+0 X Tx0 T 0 X B
Démonstration: On consideére la fonction f définie sur |0; + oo| par flz) = +/x — In(z). Cette fonction est
1 —
dérivable sur |0; +o [ comme somme de fonctions qui le sont, et f'(z) = —= — L @ . Cette dérivée
2Vx  x 22

s'annule pour z = 4, elle est négative sur |0; 4] et positive sur [4; + o[. La fonction fadmet un minimum pour
= 4 égal a
f(4) = 2 —2In2 > 0. Donc, pour z > 1, f(z) > 0, donc \/; > In(z). En divisant chaque membre par ,

Théoréme: [im lim =1.

1
on obtient —— > In (x) > 0. Comme lim L = 0, alors par le théoréme des gendarmes, [im M =0.
\/; X x>+ \/x x>0 X
1 . 1 1
En posant X = — | soit z = i , lorsque z tend vers 07, X = — tend vers + o,
X X
donc lim xIn(x) — lim Lln(L) = [lim —In(X) = 0 par la propriété précédente.
x30 X+ X X X S+
limM = lim In(1+x)—In(1+0) = 1 = le nombre dérivée de la fonction z = In(z + 1) en 0, soit L =
x>0 X x>0 x—0 0+1



d) La fonction In o u
i) Dérivée de In(u) .
On considére une fonction wu strictement positive sur un intervalle 1.

Alors la fonction composée In(u) est dérivable sur I et (In(w))' = L
u
Ezemple : Le polynome P défini par P(z) = 2% + z + 1 et strictement positif sur R, donc In(P(z)) est dérivable
2x+1
sur R et In(P(2))' = zx— .
X +x+1

Remarque : les variations de la fonction In(u) sont celles de la fonction u, car la dérivée de In(u)
a le méme signe que u’.

ii) Equations et inéquations

La fonction In étant une bijection croissante de ]0; 4o [ dans R, pour tous réels a et b de |0; + oo,
In a =1n béquivaut & a = b ; et In a < In b équivaut & a < .

On peut alors résoudre des équations et des inéquations.

Exemples : a) Résoudre l'équation In(2z — 3) = In(2? — z— 1).
Cette équation est valide si et seulement si 22 -3 > 0et 22 —z—1 > 0.

V]

La premiére inéquation donne z > = et la deuxiéme donne x € | — o;

2
1+V5
2
L'équation In(2z — 3) = In(#* — x — 1) équivaut alors a 2z - 3 = % — z— 1, qui s'écrit 2* — 3z + 2 = 0.
1+V5
2

145
2

soit | ; +oof.

Les solutions de cette équation sont 1 et 2. Or 1 & |

In(2z - 3) = In(2? — - 1) est 2.

; +oo[, donc 1'unique solution de

b) Résoudre l'inéquation In(2z - 3) < In(z - 1).
Cette inéquation est valide si et seulement si 2z —-3 > 0et z—1 > 0.

La premiére inéquation donne z > % et la deuxiéme donne x > 1, soit = > % .
L'inéquation In(2z — 3) < In(z — 1) équivaut alors 4 22— 3 < z— 1, équivaut & z < 2. Donc les solutions de

cette inéquation sont les réels = € | % ; 2]



