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EXERCICE 1:

On considere la suite numérique (u,) définie sur IN par u, ., = \/ 2u +3 etuy=0. 3

1. La représentation graphique des six premiers termes de la suite : ] = AL
Conjectures sur la suite (,) : elle est croissante, elle est bornée par O et 3, et elle 2 ! : ::
converge vers l'abscisse du point d'intersection de la courbe représentative de f et / A | l:

de la droite d'équation y = x. 14 : : :I
Premiére méthode : I i

2. a) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 3: yd - ! - ! I: :
Initialisation : u, =0 donc 0 < u, < 3, la propriété est vraie pour n = 0. ’ oot

Hérédité: supposons que pour un entier k, 0 < i < 3; montrons que 0 < u; .1 < 3:

0 < u; < 3, entraine 0 < 2u, < 6, entraine 3 < 2u, + 3 < 9, entraine \/E < 42 uk+3 < 3 par la croissance de la
fonction racine carrée sur [0; + o[, donc 0 < u;,; < 3.

Conclusion: Pour tout entier naturel n, 0 < u, < 3.

b) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u, < t,.1:

Initialisation : u,=0etu; = y2X0+3 = \/E donc u, < u,, la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité: supposons que pour un entier k, u; < uy,1; MONtrons que iy, 1 < Uy 12 :

u; < uy .1 entraine 2uy; < 2uy ., 1, entraine 2u, + 3 < 2w, 1+ 3 entraine \/2 uk+3 < \/2 ”k+1+3 par la croissance de la

fonction racine carrée sur [0; + oo, donc w1 < Ui, 2.
Conclusion: Pour tout entier naturel n, u, < u, ., etla suite (u,) est strictement croissante.
¢) La suite (u,) est majorée par 3 et strictement croissante donc elle converge vers un réel / compris entre 0 et 3. Sa
limite est solution de I'équation g(x) = x, soit 2 x+3 =x, on éléve au carré : 2x + 3 =x” équivaut ax* — 2x —3 =0.
Le discriminant A = (— 2)2 - 4(- 3) = 16 > 0, il y a deux solutions :

2-4 + - . . . -
X = T =—let x,= T = 3. La limite de la suite doit étre comprise entre 0 et 3, donc la limite est 3.

Deuxieme méthode :

3. a) On sait que pour tout entier naturel n, u, < 3, donc 0 < 3 — i, ., ; montrons que, pour tout entier naturel n > 1,

2 2
3—tye1 < g (3 —u,): comme u, > 1, ceci revient a montrer que pour tout x de [1; 3], 3 — g(x) < g B -x),

2 2
soit 1 + g x—g(x) <0.0npose h(x)=1+ g X — g(x). On cherche le signe de cette fonction sur [1; 3] : & est dérivable

2 2 22 x+3-3
3 2V2x+3  3V2x43
1 <x<3,5<2x+3<9,50it25 <22x+3 <6,50it 2v5-3<22x+3 <3.0r, 25— 3 est positif, donc

cette dérivée est positive; donc A est croissante sur [1; 3]. Comme 4(3) =3 — 3 =0, alors la fonction & est négative sur

comme somme de fonctions qui le sont, et 4'(x) = . Le dénominateur est positif; pour

2 2
[1;3],etdonc 1 + g x—g(x) <0. Ainsi, pour toutn = 1, 1 < u, < 3,etdonc 3 - g(u,) < g B -u,),

2
SOt 3 — 141 < g B -u,).

n

. 2
b) Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 <3 —u, < [—| (3 — up):
3
Initialisation : Par la question précédente, 0 <3 —u; < g (3 — uy), donc la propriété est vraie pour nn = 1.
5 k 5 k+1
Hérédité: supposons que pour un entier k, 0 <3 —u, < |—| (3 — u,); montrons que 0 <3 —uy, 1 < |— B-uy:
3 3

k

2l Gou= (3 G-u).
3 3

k+1

2 2
0<3—uk+1<§(3—uk)< g




n

2] G-u).

Conclusion: Pour tout entier naturel n, 0 <3 —u, <

n

¢) La suite

lim (3_I/ln) =O, soit lim I/ln =3.

n—+w n—+ow

2 n
lim (—) (3—u,) =0, et par le théoreme des gendarmes,

n—+w

EXERCICE 2:

1. a) D'apres la propriété (1), f '(x) = f()c)2 + 1 = 1> 0, donc pour tout nombre réel x, f'(x) # 0.
b) D'apres la propriété (1),f(0)2 =f'(0)2 —-1=1-1=0,doncf(0)=0.

2. En dérivant chaque membre de 1'égalité de la proposition (1), avec (1)’ = 2uu’, on trouve

. o2 .
est géométrique de raison g strictement comprise entre O et 1, donc elle converge vers 0. Donc

21"(x)f'(x) =2 f'(x)f (x) = 0; on factorise par 2f'(x) : 2 f'(x)( f"(x) — f(x)) =0 et comme f'(x) # 0, on obtient que

pour tout nombre réel x, f"(x) =f(x).
3.A) Onau(0)=f'0)+f0)=1+0=0etv(0) =f'(0)-f(0)=1-0=0.

D) Onaw @)= ') + )= £+ f'® =ul) et v/ @ =F"0) = f0)= f&) - ') =—v(x) .

¢) La fonction u est solution de 1'équation différentielle y' = y et y(0) = 1, donc u(x) = ¢"; la fonction v est solution de

l'équation différentielle y' = ky et y(0) = 1 avec k = -1, donc v(x) = ¢ ~.
u—v . e—e "
, soit, pour tout réel x, f{x) =

d) Comme u=f"+f et v=f'—f,il vient f=

lim e _, o lim e

X—=+0o0 X =00

4. a) Limites de la fonction fen + et — o0 :

lim ¢ _ lim e* — 0. Donc lim f(x)

vient = +o0,
x—+ow X——w x>+
. —X . X .
De méme, en posant X = — x, il vient lim ™ _ lim ¢" _ o pope im f(x) o _ o
x——o X -+ x—+o

1 X —x 1 X —X
b) La fonction fest dérivable sur R par la proposition (3), en écrivant f{x) = E (e'—e™) , flix) = E (e"+e™) s

= 0. de cette derniere, en posant X = —x, il

car (¢ ') =—¢ . Pour tout réel x, ¢*> 0, donc f'(x) > 0, et la fonction f est strictement croissante sur R .
Le tableau de variations de la fonction f:

x |-o0 +00
5. a) La fonction fest continue car dérivable et strictement f'x)

croissante de IR dans IR ; donc pour tout réel m , il existe un unique

o dans R tel que flex) = m , c'est-a-dire tel que 1'équation f(x) =m a

+00
(x)
une unique solution « dans IR . R
—00

b) Lorsque m = 3, I'équation s'écrit E (e'—e™) =3,

2x

. , . . € -
soit e'—e " =6, s0it €' — — =6, soit — =6,
e e

soit e™ —1=6e" ,soit ¢ —6e* —1=0.0n pose X =e", on obtient 'équation X* —6X — 1 =0.

Le discriminant A = (— 6)2—4(- 1) =40 > 0, il y a deux solutions :
6—40 2(3—+10 6440
02670 5 ks S0 g

=3+
2 2 2

1=

On obtient alors ¢ =3 — \/TO < 0 donc impossible et s ¢ =3 + \/TO , qui donne x, =1In( 3 + \/TO ) =~ 1,82.




