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EXERCICE 1 : 1. Les fonctions fet g sont dérivables sur [0; +o0 [ comme composée (pour f) et somme (pour g) de
fonctions qui le sont. L'équation de la tangente & C; en O est donnée par : y = f'(0)(x — 0) + f(0) = x. De méme,
I'équation de la tangente a C, en O est donnée par : y = g '(0)(x — 0) + g(0) = x. Donc les courbes C; et C, ont une
tangente commune au point O(0; 0) d'équation y = x. La position de C; par rapport a cette tangente est donnée par le
signe de h(x) =f(x) — x= In(x + 1) — x . Pour étudier le signe de cette fonction, on cherche ses variations: cette fonction

—X
est dérivable sur [0; +oo [ comme somme de fonctions qui le sont; A'(x) = —— -1 = ) qui est négatif sur [0; +oo [,
x+

x+1
donc A est strictement décroissante sur [0; +oo [. De plus, £(0) = 0, donc A(x) < Oet In(x+ 1) < x.

Ainsi C; est au-dessous de la tangente. On peut aussi montrer que C, est au-dessus de la tangente.

2. Soit M(x; f(x)) un point de C; . Son symétrique M' par rapport a la 4 S
a

droite d'équation y = x a pour coordonnées M'(f(x); x).
Or g(fix) = g(In(x + 1)) = "V _1=x+1-1=x. Donc M est sur 1
la courbe C, . Ainsi, C; et C, sont symétriques par rapport a la droite
d'équation y = x. . G

3. a) Puisque C; et C, sont symétriques par rapport a la droite In(a+1)4

d'équation y = x, 'aire de la partie du plan limitée par les droites .
d'équation x =0 etx = a , l'axe des abscisses et la courbe C; est

égale a l'aire de la partie du plan limitée par les droites d'équation Ao I PR PR PR -
y=0ety=a,l'axe des ordonnées et la courbe C, . Cette aire est la - In(a+1)

différence entre 1'aire du rectangle délimitée par les axes de .

coordonnées et les droites d'équation x = In(a + 1), et y = a, et I'aire délimitée par les droites d'équation x = 0 et
In(a+1)
x =In(a + 1), I'axe des abscisses et la courbe C,.Donc I(a) =aln(a + 1) - f g(x)dx .
0
In(a+1)

b) Ainsi I(a) = aln(a + 1) — f g(x)dx =aln(@+1)- [ex_x
0

In(a+1)

=aln@+ 1) - ("“"V=In(a+1)-1) =
aln@a+1)—-@+ 1) +In@a+1)+1=@@+ Dn(a+1)-a.

¢) En effectuant une intégration par parties: On pose u'(x) = 1 et v(x) = In(x + 1); dotu(x)=x+ l et v'(x) = ——

a_ jx+1

Dot I@= [ f(x)dx = [(x+1)In(x+1) dx = (a+ Dina+1)-0— | ldx =
0 0

0 0.X,'+1

(a+ Din(a+ 1) - [xk) =(a+ Dn(a+1)-a.

EXERCICE 2 : On considere I'équation différentielle (E) : y'—2y = (x— 1)e".
1.Onau'(x)=(ax +a+ b)e" ,dobu'(x) —2u(x) = (ax + a + b)e'—2(ax + b)e' = (—ax + a—b)e' = (x — 1)e" . Par
identification des polynémes, on obtient —a=1eta—b=-1.Ontrouve a=—1etb=0. Et u(x) =—xe" .

2. v est solution de I'équation différentielle (E) équivaut a v'(x) —2v(x) = (x— 1)e" équivaut a

v'(x) — 2v(x) = u'(x) — 2u(x) équivaut a v'(x) — u'(x) = 2u(x) + 2v(x) équivaut a (v(x) — u(x))' = 2(u(x) + v(x)) équivaut a
u—v estsolution de I'équation différentielle (E') : y'— 2y = 0.

3. Les solutions de I'équation différentielle (E') : y'— 2y = 0 sont les fonctions f, définies par f,(x) = ke’ . Les solutions
de (E) sont les fonctions v telles que v(x) — u(x) = ke™ donc v(x) = ke™ + u(x) = ke™ — xe*

4. La solution f de (E) vérifiant f{0) = 1 permet de déterminer la constante k: f{0) = k¥ —0e" =k =1.

La solution f de (E) vérifiant f(0) = 1 est donc f(x) =™ —xe" .
In3 1 In3 9 1 In3 In3

5. ff(x)dx: — fxexdxz———— fxexdx=4— fxexdx.

0 2 0 0 2 2 0 0

On effectue une intégration par parties : u'(x) = ¢" et v(x) = x; d'ott u(x) =€ et v'(x) = 1.



In3

D'otl fxexdx = {xe
0

In3

~ [e"dx =3m3-0- Mh: —3In3-(3-1)=3In3-2.
0

X

In3

In3

Ainsi, [ f(x)dx =4 - (3In3-2)=6-3In3.
0

EXERCICE 3 :Le planest rapporté a un repére orthonormé (O; i,V ) (unité graphique: 2 cm).
On considere les points A, B et C d'affixes respectives: za =— 1 +1 JE ,as=—1—-1V3 etzc=2.
1. Placer les points sur un dessin (voir ci-dessous).

2% —1-iV3-2  —3-iV3  (=3-iV3)(=3-iV3) 9+6iV3-3 6+6iV3 1 3
2.0na = = = = = == +i—.
2-2. —1+iV3—2  —3+iV3  (=3+iV3)(=3-i\3) 9+3 12 2 o
237 %¢
On cherche la forme exponentielle de ce nombre complexe: =
a7 %
. g % 1 . \/g ™ .. %% i
Soit arg =0; alors cos(0) = — etsin(0) = — ,donc 6 = — [2m]. Ainsi =,3.
7,7 2 2 3 RPN
. ‘ZB_ZC ‘ZB_ZC‘ CB i< e . T )
3. On sait que = = — =1donc CB =CA. Etarg = (CA;CB) = —, donc le triangle
7,72 ‘ZA—ZC‘ CA 7,2 3

ABC a deux cdtés de méme longueur et un angle de 60°, donc ABC est équilatéral.

4. On remarque sur le dessin que O semble étre le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
Or OA=lz,l=1-1+1 \/E [=2,0B=lzz1=1-1-1 \/E =2, et OC = 2. Donc O est le centre du cercle Fl circonscrit

au triangle ABC et son rayon est égal a 2.

5.a)Onpose z=x+iy. Alors4(z+ z)+z7 =4x+ |z|2=4x+x2+y2=(x+2)2—4+y2=0, soit(x+2)2+y2=4,
qui est 1'équation du cercle de centre (2 d'affixe — 2 et de rayon 2.
b) Construction de I, (voir ci-dessous).

¢) Pour montrer que A et B appartiennent 2 I, , on montre que QA= QB =2.

Or QA=1-1+iV3 +2/=11+iy31=2et QB=I-1-i43 +2I=11-i13 =2 Donc A et B appartiennent a I, .

6.a)lz-2l=lz+1+1 \/5 | est équivalent a Iz — 21 = Iz — (= 1 —1i V3 )l est équivalent 8 MC = MB, donc I'ensemble I,
est la médiatrice du segment [BC] .

b) Comme le triangle ABC est équilatéral, le point A est équidistant de B et de C, donc appartient a cet ensemble I, .




