CORRIGE _ DEVOIR SURVEILLE N° 3 TERMINALE S 4

EXERCICE 1 : Partie A : Question de cours :

Supposons (u,) croissante et (v,) décroissante. Alors (,) est minorée par son premier terme i, et (v,) est majorée par
son premier terme v, . Ainsi, pour tout entier naturel n, u, < u, < v, < v, . Donc la suite (u,) est majorée par v,, et par la
proposition (3), elle converge vers /. La suite (v,) est minorée par u, , et par la proposition (3), elle converge vers ['. De
lim (u, —v )

n—+ow

plus, =0, donc/-1"=0, soit / =/". Ainsi les deux suites adjacentes sont convergentes et elles ont la

méme limite.
Partie B:

On considere la suite (u,) définie sur IN dont aucun terme n'est nul. Soit la suite (v,) définie sur IN par V,=

ui’l
. . )
1. Si (u,) est convergente, alors limu, Sil # 0, alors lim v, _ T et (v,) est convergente. Si [/ = 0, alors
n—+o n—+o
lim v _ : "
n = *o0, et (v,) est divergente. Donc proposition fausse.
n—-+o
. . . 1 1 -
2. Si (u,) est minorée par 2, alors pour tout entier naturel n, u, = 2, donc 0 < u_ < 5 et0> — = —1,alors (v,) est
u
minorée par — 1. Donc proposition vraie.
) ) ) 1 1 -2 =2
3. Si (u,) est décroissante, alors pour tout entier naturel n, u, = u,,,donc — < et — = s
u u u u
n n+l n n+1

donc v, = v, .1, alors (v,) est décroissante. Donc proposition fausse.
lim u
n

n—+ow

4. Si (u,) est divergente, alors plusieurs cas: Si = o0, alors (v,) converge vers 0. Si (u,) n'a pas de limite, alors

(v,) n'a pas de limite. Donc proposition fausse.

EXERCICE 2 : Partie A : Soit g la fonction définie sur R par g(x) = ¢ —x - L.

1. La fonction g est dérivable sur IR comme somme de fonctions dérivables sur IR. Et g'(x) =¢" - 1; g'(x) = 0 équivaut a
e'—1 > 0équivaut 2 ¢" > 1 équivaut a x > 0. Donc, la fonction g est croissante sur IR* et décroissante sur IR™.

Donc la fonction g admet un minimum en x = 0, égal 2 g(0) = ¢’ —0 — 1 = 0. Donc g est positive sur IR.

2. Comme g est positive sur R, ¢'—x—1 = 0, soite" —x > 1, donc, pour tout réel x, ( " — x) est strictement positif.
Partie B :

1
o o x : lim & — lim (&—1) = lim f(x) _
1. On peut écrire fix) = =e . On sait que lm = +0o0, donc lim ( ) = +o0, et =0.
(ef—x)x ——1 totw X votw X X+
X
Et lim & =0, donc lim (e——l) =—1,et lim f(x) =-1.
x—o—w X x—o—w X X=—

2. La courbe C admet deux asymptotes horizontales, une en +oo d'équation y = 0 et I'autre en —oo d'équation y = — 1.
3. La fonction fest dérivable sur IR comme quotient de fonctions dérivables sur R.
Ie'—x)—x(e*—1) €' (1—x) . ' ) .
R =~ ;lesigne de f'(x) est donné par le signede 1 —x .
(e"—x) (e'—x)

D'ou, la fonction f est croissante sur | —o ; 1] et décroissante sur [1; 4o [.

Etf ()=

4. Le tableau de variations de f':
X — 0 1 +00

f'(x) + 0 -

5. Une équation de la tangente T a la courbe C au point d'abscisse 0 D)
est donnée par y =f'(0)(x — 0) + f(0) = x. fx) | / \
- 0

1
Etf(l)= —— =0,58.
e—1




6. Pour étudier la position de la courbe C par rapport a la tangente T, on étudie le signe

X —x(e"— —e' +x+1 x(—g(x —xXg(x
def'(x)—x= — —x= x—x(e'—%) = x(z¢ +xtl) = (Xg( ) = Xg( ) qui est du signe de — x
—x

X X
e —X e —X e —Xx e —X

puisque, d'apres la partie A, pour tout réel x, g(x) = Oete' —x> 0.
Ainsi, C est au-dessus de T sur IR™ et au-dessous de T sur R" .

7. La fonction fest continue car dérivable sur R et strictement croissante de ] —co ; 1] dans | — 1;

1.

e—1
—1 . - . . .
Or 7 el-1 ’ ], donc I'équation f{x) = 7 admet une unique solution « dans ] —o ; 1]. De plus, la fonction f
e—
est continue sur IR et strictement décroissante de [1; +oo [ dans [ ) ;0L Et _7 & [ ) ; O[, donc 1'équation
e— e—

fx) = _7 n'a pas de solution dans [1; +oo [. Ainsi I'équation fix) = _7 admet une unique solution « dans IR.

Avec la calculatrice, on trouve une valeur approchée de o 2 10™° prés : o« =—0,57.

EXERCICE 3:
1. a) On a, pour tout nombre complexe z, (z + 2)(z2 -2z+4) = 727 +47+27 -47+8= 7 +8.
b) L'équation Z+8=0est équivalente a (z + N -2z+4)=0,s0itz=—20uz —2z+4=0.

2+iV12 24203
2

Le discriminant A =— 12 <0, donc il y a deux solutions complexes : z; = 5 =1+1i VY3 et
2-iV12

2= T =1-1 @ = Z, .L'ensemble solutionest S={-2; 1 +1 v3;1-1 @ }.

¢) On calcule les modules de z; , de z; et de z3 : Izl = 124_(\/5)2 =2. Ainsi Izl = |Z_l| =lzil=2. Izl =1-21=2.

1 3
Soit 6 = arg(z, ). Alors cos(9) = 5 et sin(0) = 7 ,donc 6 = % [2m]. Btarg(z,) = arg( Z, ) =—arg(z, ) = TTF [27].

0 0 - —Tr
Donc z; = 2(cos( E ) + i sin( g )) et z, = 2(cos( T ) + i sin( T )). Bt z3 =—2 =2(cos(1) + i sin(1T)).

2. On considere les nombres complexes z; = 1 + i JE L, Zo=1—-0iV3 etzz=-2.

75 2-(1-iV3) =343 (=3+iV3)(2i3)  e+6i3  1+i\3

Y 2z, 1+i3—(1-iV3) | 203 (2i3)(—2iV3) | 12 2

374, _ 1+i\/§‘ _
z2,7z, 2 ‘
. 437% 1 . 3 Iy
Soit 0 = arg . Alors cos(9) = 5 et sin(0) = 7 ,donc 0 = g [27T].
7 —

b) D'apres la question 1. b, z; et z, sont solutions de I'équation z’ + 8 =0, soit z’ =— 8. Ainsi le =z =-8.



