Corrigé Devoir maison n° 3 Terminale S spécialité

Exercice 1 : Partie A : L'équation de Pythagore x” + y* = z” est un exemple d' équation diophantienne.

1. Pour tous nombres réels u et v,

Quvy + W =V =4V +u' =20V +vi=ut + 205V + v =0 + V) u v | x |y |z
2. Pour trouver trois triplets pythagoriciens, il suffit de poser 21 1| 4 3 5
x=2uv,y=u-Vetz=u+v. Exemple :

31 6 8 | 10
3. Si d est un entier naturel, les nombres d(2uv), d(u” — V') et d(u” + v*) sont solutionsde 3 | 2 | 12 5 |13

I'équation de Pythagore, puisque [dQu)] + [d’ = V)] = &QuvY + d (W’ —V*) =
1w + W =V 1 =d (W +V') =[du’ + V)]

4. Comme x = 2uv , x est pair. Si u et v sont de parité différente, soit u = 2k et v =2k'+ 1, avec k et k' dans IN, alors
y=u' -V =4k — (4k” + 4k' + 1) = 4(K> —=k” + k' ) + 1 qui est impair. De méme, siu =2k + 1 et v =2k’

y=u —v =4k + 4k + 1-4k” = 40k’ = k” + k) + 1 qui est impair.

5. On utilise les propriétés suivantes: pour tous entiers naturels a et b, pged(a; b) = pged(a; a — b) = pged(a + b; a).
Si aetb sont premiers entre eux et de parité différente, alors a + b et a — b sont premiers entre eux.

Ainsi, si u et v sont premiers entre eux, alors u’ et v’ sont premiers entre eux; en effet, les décompositions en facteurs
premiers de u et de v contiennent des nombres premiers différents, donc u” et v* aussi.

Ainsi u” — v’ et &’ + v’ sont premiers entre eux, donc y et z sont premiers entre eux. Soit g un diviseur commun de x et
de y. Alors g divise x” et y, donc divise 7. Or, y et z premiers entre eux implique y° et z° premiers entre eux.

Donc g = 1. Donc x et y sont premiers entre eux. De méme pour x et z.

Partie B : On suppose que x, y et z sont solutions de I'équation de Pythagore x’ + y°' =7 et que x <y <z.

1. Supposons x et y impairs: x=2p + 1l et y=2g + 1, alors 7 = x’ + y* = 4(p> + ¢’ + p + q) + 2, de la forme 4k + 2. Ce
qui est impossible, car le carré d'un entier ne peut s'écrire sous la forme 4k + 2. En effet, en raisonnant modulo 4, les
restes de la division euclidienne d'un carré par 4 sont 0 ou 1. Ainsi, nécessairement, x ou y est pair.

2. On raisonne modulo 3, en cherchant les congruences de 2|y |2y ¥ Conclusion
x* =7 -y suivant les congruences de y et z modulo 3 : 1] 1] 1] 1] 0 xestdivisible par3
Dans les autres cas, y ou z est divisible par 3.
21 1]14] 1| 0 |xestdivisible par 3

3. On suppose qu'il existe des entiers u et v tels que 12| 1|4/ 0| xestdivisible par 3
x=2uv,y= Ww—Vvietz=u"+v .Siuouvest pair, alors x est divisible .

. . . . 212144 0 |xestdivisible par 3
par 4. Sinon, u et v sont impairs, soit u =2k + 1 et v=2k"+1,

avec k et k' dans IN,
alors y=u’ —v' = (4k° + 4k + 1) — (4k” + 4k’ + 1) = 4(K" = k” + k + k") qui est divisible par 4.

4. On suppose qu'il existe des entiers u et v tels que x =2uv, y =1’ —v’ et z=u"+ v’ . On raisonne modulo 5 :
Si u ou v est divisible par 5, alors x est divisible par 5.

Siu = v (5), alors u” = V' (5), alors y = u” — V" est divisible par 5.

Autres cas dans le tableau :

w| 1|1 |1]2]2]2|3/3|3 444
D'apres le tableau, I'un des nombres y ou z est divisible vl 3 lal1l3lal1l24l1]2]3
par 5. Donc I'un au moins des nombres est divisible par 5.

x| 41|14 2)1 1|21 ]3]1]|4

y|-3|-8/0]3/0|-2]2|0|-2]0]2]|2

z10]0]2/0/3]0/0/3/]0,2]010




Exercice 2

12003
1. a) 3 est solution de (E) si 3°— 3S + 11994 = 0, soit S = T =4001.

M
b) Dans ce cas, la seconde solution a de (E) vérifie 3a = 11994, soita = T =3998.

ae 9
2. a) 5 est solution de (E) si 5° — 5S + 11994 = 0, soit S = T = 2403,8 qui n'est pas un entier. Donc 5 n'est pas

solution de (E).

b) Il n'y a pas de solution entiere.

3. Pour tout entier 7 solution de (E), on a n* — Sn + 11994 = 0, soit n(n — S) = — 11994, et n est un diviseur de 11994.
4. La décomposition de 11994 en facteurs premiers est 11994 = 2Xx3X1999.

Les diviseurs de 11994 sont donc {1; 2; 3; 6; 1999; 3998; 5997; 11994}.

Sin=1,S=1199%; sin=2,S =5999; sin=06,S =2005; sin=1999, S =2005;

si n=3998; S =4001; sin=5997, S =5999; sin=11994, S = 11995.

Exercice 3 1. a) Six nombres premiers de cette
forme- k 0 1 2 3 4 6
b) Pour déterminer six nombres composés de cette 6k+5 |5 11 17 23 29 41

forme, il suffit de prendre k& multiple de 5, et 6k + 5

est multiple de 5.

2. Tout nombre entier n peut s'écrire sous 1'une des formes 6k, 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4, 6k + 5 ot k €. Les
nombres de la forme 6k , 6k + 2 =23k + 1), 6k + 3 = 3(2k + 1), 6k + 4 = 2(3k + 2) sont composés donc non premiers.
Ainsi, tout nombre premier, autre que 2 et 3 est de la forme 6k + lou 6k + 5, ot k €IN.

3. On suppose qu'il existe un nombre fini de nombres premiers de la forme 6k + 5 que I'on nomme p,, p,, ..., p,.
On considere le nombre N =6 pip, ...p, — 1.

a) On sait que 6 p\p; ...p, = 0(6), donc N = -1 (6).

b) On sait que — 1 = 5 (6), donc N = 5 (6). Alors, 5 est le reste de la division de N par 6, et N est de la forme 6k + 5.
Comme, pouri=1,2,..,n, p;>1,alors 6 p;>6,6pp, >6p ,donc6bpp, —1>6p, —1>p,N=6pp,..p,—1est
strictement supérieur a tous les p; et de la forme 6k + 5, donc N n'est pas premier.

c)Pouri=1,2,..,n, N=-1(p). Donc les nombres p; , p», ..., p, ne divisent pas N. Ce sont les seuls diviseurs
premiers de la forme 6k + 5, donc les diviseurs premiers de N sont de l'autre forme 6k + 1.

d) La décomposition en facteurs premiers de N est de la forme (6kl + 1)“' (6k2+ )™ ... (6kl +1)™ =6K + 1,

etdonc N =1 (6).

4.0navuque N =-1(6)et N =1 (6). Ce qui est impossible. Donc I'hypothese « il existe un nombre fini de nombres
premiers de la forme 6k + 5 » est fausse. Donc il existe une infinité de nombres premiers de la forme 6k + 5 ot k €IN.



