Corrigé Devoir maison n° 6 Terminale S spécialité

Exercice 1 1. L'écriture complexe d'une similitude directe s de centre O est de la forme z' = az. Comme A, = s(A,),
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alors 2 + 2i = 4a, soita = 7 . Donc A, est I'image de A, dans une similitude directe s de centre O,
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Z . 2. L'écriture complexe de s est z' = 7 Z.
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3. L'affixe de A, = s(A)) est z, = TI Q+2)=(+i’=2i.

4. Pour tout entier naturel n, on note A, ., = s(A,) et notons z, l'affixe de A, . Montrons par récurrence que, pour tout
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entier naturel n, z, = Tt 20=4 4t : Initialisation : zo = |——| zo =4.
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Hérédité : Supposons que pourun n, z, =4 |——| , et montrons que z,, 1 =4 |—
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a) Sin = 2 (4), alors il existe un entier naturel k tel que n = 4k + 2; montrons par récurrence sur k que A, est sur I'axe
des ordonnées:

Initialisation : Si k=0, n = 2, et I'affixe de A, est 2i qui est un imaginaire pur, donc A, est sur l'axe des ordonnées.
Hérédité : Supposons que pour un k , avec n = 4k + 2, A, est sur l'axe des ordonnées, et montrons que pour &+ 1,
soitn=4(k +1)+2=4k + 6, A, ., ¢ est sur I'axe des ordonnées:

4k+6 ne 6 1
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Zar6 =4 =4 ﬁ X ﬁ = X— qui est un imaginaire pur, donc Ay, ¢ est sur l'axe des
2 2 2 4
ordonnées. Ainsi, si n = 2 (4), alors A, est sur I'axe des ordonnées.
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b)Ona AjA =1z, —z)l = -2+ 2il =2 V2 . Pour tout entier naturel n, A, . 1A, =lz,s1 -2zl =z, —— -zl =
1+i —14i \/2 1+i| ( . . . . ¢2
1Z, 7—1 =z | = 7 — =2 \/— qui est le terme d'une suite géométrique de raison 7
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et de premier terme 2 \/E .Donc [, = Z 2 f

¢) Comme lim = 0 puisque la raison est strictement comprise entre 0 et 1, alors
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Exercice 2 1. Le triangle ACM est inscrit dans un cercle et le coté [AC] et
un diametre du cercle, donc ce triangle est rectangle en M. Le point H est le

milieu de [BC]. Les triangles OHM et OHM' sont isométriques puisque [OH] A : O 2 H ¢
est commun aux deux triangles, OM = OM' = rayon du cercle (C) et

OHM = OHM' =90°. Donc HM = HM', H est aussi le milieu de [MM'] et

le quadrilatere BMCM' est un parallélogramme. De plus, BM = CM puisque

M est sur la médiatrice de [BC], donc BMCM' est un losange. Comme (CM) A

et (BM') = (BN) sont paralleles, alors W B =90°.



L'angle de la similitude s est —_211' . Le rapport de la similitude s est égal a N_Mlli :
On a AC = AB + BC = 10. Soit O le centre du cercle de diametre [AC]. Alors AO =5 et OH = OC — CH = 3. Dans le
triangle OHM rectangle en H, on applique le théoréme de Pythagore : HM = 4. Dans le triangle BHM rectangle en H,
on applique le théoréme de Pythagore : BM® = BH’ + HM’ =2° + 4’ =20,et BM=BM'=CM =CM = 2 \/g .
On applique le théoréme de Thales dans le triangle ACM, avec B sur [AC], N sur [AM] et (BN) // (CM) :
AB_ AN NB oo ABXMC _ 625 _ 65 ABXAM _ 6x4Vs _ 1215
AC AM MC AC 10 5 AC 10 5
Dans le triangle AMC rectangle en M, on applique le théoréme de Pythagore : AM® = AC* — MC” = 100 — 20 = 80, soit

AM = 445 .

t AN =

Donc MN = AM ~ AN = 415 — Lf _ 855 NB _6V5 S
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. Le rapport de s est égal a VN - s 8\/g =1
2. L'image de (d) par s est une droite passant par B image de M et perpendiculaire a (d), soit la droite (AB).
3. Le point N étant le centre de la similitude s, image de (M'N) par s est une droite perpendiculaire a (M'N) passant par
N, soit la droite (AM).
4. L'image de M' est a l'intersection des images des droites (M'N) et (d), donc a l'intersection de (AB) et (AM).
Donc s(M') = A.
5. Le point H est le milieu de [MM']. Comme s(M) = B et s(M') = A, alors I'image de H par s est le milieu K de [AB].
6. Le milieu K de [AB] est le centre du cercle de diametre [AB]. Le triangle ANB est rectangle en N, donc N est sur ce
cercle. Comme (NH) est perpendiculaire a [NK], rayon du cercle, alors la droite (NH) est tangente au cercle de diametre
[AB].

Exercice 3 1.Onaz' =x"+iy'etz=x + iy.
Doncz'=x"+iy'=(-x-y+2)+ilx—-y-1)= —x—iy+ix—-y+2—-i=—z+ix+iy)+2—-i=(-1+i)z+2-1i.
2. a) L'écriture précédente est celle d'une similitude plane directe. Donc s est une similitude plane directe.
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b) Le rapport de s est égal al- 1 +il = \/E .L'angle de s est égal a arg(— 1 + i) = T . Son centre I a une affixe z

vérifiant zy=(— 1+ i)z +2—i,s0it(2—-i)z1=2—1i,so0itz =1.
3. a) Soit 7" I'affixe de M" et z; 1'affixe de G.
Alors 2" =(=1+)7+2-i=(=1+D[(=1+D)z+2-i]+2—i=(=1+)z+(=1+D2 - +2-i=-2iz+ 1 +2i.

z+z'+z"’ 7+ (=1+i)z4+2—i—2iz+14+2i  —iz+3+i
EtZG= = =
3 3 3
, —iz+3+i i i o .
b) L'écriture complexe zg = T = ?Z+1+§ est celle d'une similitude plane directe, donc g est une
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similitude plane directe. Son centre a une affixe vérifiant z = ? z+1+ g , soit z=1+ g ,soit z=1. Donc le

centre de g est le point I centre de s.
4. Pour déterminer 1'affixe du point M, tel que
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8g(M,) = O, on résout 1'équation 3 z+1+ 3" 0, .|
; ;
soit —z=1+— ,
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soitz= ——X— = — =1-3i.
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5. Construction des points M, (1 — 3i),
Mo @4 + 3i), M"y(=5),1:




