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EXERCICE 1 : On considere la suite («,) définie sur IN par uo=—2 et u,. =

2 2 2 2
1.Ona v,y 1=ty 1 +3= gun—1+3= gun+2= g(btn+3)= gvn.Donclasuite(v,,)estgéométriquede

. 2 .
raison = ,etde premier terme vo=uy+3=-2+3=1.
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2. Donc, pour tout entier naturel n, v, = |=| etu,=v,—3= 3 - 3.
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3. Pour tout entier naturel n, u,, , | —u, = (= -3-(|=| =3)= |= —|=| == (z -D=|=]| Xx—
3 3 3 3 3 3 3 3
qui est strictement négatif, donc u, , , — u, < 0 et u, ., <u, . Ainsi la suite (u,) est strictement décroissante.
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Comme 0 < 3 < 1, lim (— =0, et nllrfw“n =-3.
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) 2 2 2 n k=n k
4.2)0na s,=up+u+i+..+u,=—2+ 3 -3+ 3 -3+ (5) -3= -2+ Z(—) -3n=
k=1
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23+ 2Pl o2 3ny ax|1-|2] |=-3n- 2|2] .
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b) On sait que lim (5 =0, et nlirfw( 3n) —_ o0, donc par somme de limites , ,,liril Sy =— oo.
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EXERCICE 2 : 1. Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel , u, > 0 :
Initialisation : pour n =0: u, =1 > 0, donc la propriété est vraie pour n = 0.
Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n, u, >0 et on montre que u,,,>0:
u
Ups = P avec u,>0et ufl+ 1 >0,donc u,,;>0. Conclusion : Pour tout entier naturel »n, u, >0 .
;/ u+1
u
2. Pour tout entier naturel n, comme pour tout entier naturel n, u, > 0; on peut comparer oA
u
“o Yl 5 i In, w+1 >1,dou \ir+1 >1,d S
= — = . Or, pour tout entier naturel n, wu,+1 >1,d'ou Ju'+1 >1,donc 75— <1,
u, N w+1l U, Vid+1 P ! Vul+1
u
donc 2 <1 et U,,1 <Uu,,ainsi la suite (u,) est strictement décroissante.
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3. Calcul des cinq premiers termes de la suite (u,) :

1 1 1
| 1 1 V2 1 V3 L_ 1, 2 1
=1; = 77— = =, = —_—— = = = 7 = —/— = — ¢ = T = = .
Uo 25} \/1+1 \/2 us \/ \/3 Us \/1 \/4 5 Uy \/1 \/5

On conjecture que, pour tout entier naturel n, u, = ﬁ .
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4. On démontre cette conjecture en utilisant un raisonnement par récurrence :
Initialisation : pour n =0: uy=1= Jorl’ donc la propriété est vraie pour n = 0.

) ) 1 1
Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n, u, = m et on montre que u,,; = ﬁ :
n n

1 1

u, Vn+1 Vil I . . 1
Uy = T = = = . Conclusion : Pour tout entier naturel n, u, =
\/un+1 \/ 1 \/n+2 Vn+2 Vn+1
n+1 n+1

lim (n+1) =+OO,dOl'lC lim vn+1 =+ o0, donc lim

n—+ow n—+o

1
= (; donc la suite (u,) converge vers 0.
Vit (1) comver
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