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EXERCICE 1 : On considere la fonction f définie sur [0; +oo [ par f(x) = sinx — x + % .

1. La fonction f est dérivable sur IR comme somme de fonctions qui le sont.
2

Et f'(x)=cosx—1+ % ; f"(x) =—sinx + x; f"(x) =—cosx + 1.

2. On sait que pour tout réel x, — 1 < cosx < 1, donc f"'(x) = 0, et la fonction f" est strictement croissante sur IR.
Ona f"(0)=0,donc f"(x) <Osur]—o0;0]etf"(x) = 0sur [0; + oof.
Donc la fonction f*' est strictement décroissante sur | — oo ; 0] et strictement croissante sur [0; + oo[. Elle admet donc
un minimum global en x = 0 qui vaut £'(0) = 0; donc f'(x) = 0, et la fonction f est strictement croissante sur IR.
Ona f(0)=0,donc f(x) <Osur]—oo;0]etf(x)=0sur[0; + oof.
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3. Pour tout réel x = 0, f(x) = 0 donc sinx—x + 3 = 0, soit x — 3 < sinx. Onavuque f"(x)=—sinx+x =0

3
. . ) X .
sur [0; + o[, donc sinx < x . Ainsi, pour tout réel x = 0, x — 3 < sinx < x .

3

4 . R , . X
4. Pour tout réel x < 0, on obtient de la méme facon l'encadrement x < sinx < x — ra

sin x

5. On considere la fonction g définie sur IR par g(0) = 1 et pour x # 0, g(x) = o
. . s . sinx—sin0 . . .

a) On sait que lim % = lim % = nombre dérivé de la fonction sinus en 0 = cos(0) = 1 = g(0), donc la

x—0 x—0 -

fonction g est continue en O.

- g(x)=g(0) 51 sinx—x Ny .
b) Le taux d'accroissement de g en O est =0 - = = >— . En utilisant la question 3, pour tout
P X
. x . X sinx—x . X R
réel x>0, — 3 <sink—x<Oet — 3 < 5 < 0. Comme lim i 0, par le théoreme des gendarmes,
X x—0
ii g(x)—g(0 . X sinx—x X
"M=—0  =0.De méme, pour tout réel x <0, 0 < sinx—x < - — et0 < — < - E.Parle
- X
x>0
L g(1)-g(0) . .
théoreme des gendarmes, Xlﬂ —0 = 0. Donc la fonction g est dérivable en O et g '(0) = 0.

x<0

EXERCICE 2 : On considere la fonction f définie sur [1; +oo [ par fix) = H——\/)Cle .

La fonction f est le quotient et la composée de fonctions dérivables sur ]1; +oo[ , car la fonction racine carrée est
dérivable sur ]0; +oo[. Donc f est dérivable en 2.

1
1+Vx—1—xX— 2m+2(x—1)—x

cf'(x) = 2\/.X'—1 = 5 =
S (Lvae1) 2Vx—=1(1+yx—1)

On détermine la dérivée de f sur ]1; +oo[, de la forme

2Vx—1+x-2 2V2—1+2-2 2 1
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Pour étudier la dérivabilité de f en 1, on détermine le taux d'accroissement de f en 1 qui est
f@=F0) _ =t _xmleat (a1

x=1 — 7 =D+ () (1)

fx)—f(1) Vx—1(Vx—1-1) _ vx—1-1 Ona lim (Vx—1—1) =1,

Ainsi, 1 - (\/x_1)2(1+\/x_1) a \/x—1(1+\/x—1). !

et lim (14Vx=1) = |, donc lirrllx/x—l(H—\/x—l) =03 done M f(¥) 2o,

x—1

. On factorise par x—1 :

Donc la fonction f n'est pas dérivable en 1.



EXERCICE 3

On considere la suite (u,) définie sur IN par uo=2,u, =4 etu,,,=

1. a) A l'aide du tableur, voici les quatorze premiers termes de la suite (u,) :
. . . 10
b) On conjecture que la limite de cette suite est = -

u +”1

= c et la suite (u,) est constante égale a c.

¢)Siug=u,=c,alors u, =

. . 10 . 10 .
2. Dans le premier exemple, on obtient / = = soit 2a + 4b = B et dans le deuxieme

. . o |2a+ap=L0 a=
exemple, ac + bc = ¢ , soit a + b = 1. On résout le systeéme 3 eton trouve
a+b=1
- . 1 2
Ainsi, on conjecture que ! = FUot 3

3. On considere la suite (v,) définie sur IN par v, = #,,,—u,.
a) Les quatorze premiers termes de la suite (v,) ci-contre :

. e Ao g . —1
b) La suite (v,) semble étre géométrique de raison > donc convergente vers 0 et non

monotone.

¢) On démontre que la suite (v,) est géométrique : Pour tout entier naturel n,
- u —u _ un+un+l _ un_unJrl _ _(unJrl_un) _ —1

Va1 = Wy ntl — D) — U1 = D) - ) = 2_ n

. L. . -1 .
Donc la suite (v,) est géométrique de raison - et de premier terme vy = u; — Uy .

n n

_ :(ul_uo) __1

Ainsi, pour tout entier naturel n, v, = vy

On peut alors écrire, pour tout entier naturel n non nul, v, 1 =u, —u, 1,
k=n—1

SOt Uy =V 1+ Uy 1 =Vyo i+ V2t Uy ==V 1+ Vot o+ Vo + U= Z v, o,
k=0
-1
-5

1——

n

n

)+M0.

n

S 2
-1 . . . .
Comme lim (— = 0 car la raison de la suite est strictement comprise entre — 1 et 1,

n—+ow

Iim u _ 2 _
alors e m = (ul—uo)g +uy =

3 3
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1 2 .
= up+ = u; . On retrouve le résultat de la question 2.




