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EXERCICE 1 : On considere la fonction f définie sur R par f(x) =x - ¢
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On saitque 1im €' =0 donc lim (¢'+1) =1 donc lim o =2,donc lim (x—1+ o ) =—oet
Xo=® X—==® x——w € x—o—w e
lim f(x) _ _o
3. D'aprés la question 1, 1M FO)=(x+1) = gy —=— =0, puisque 1M ¢ =get lim (¢'+1) =1 Donc
X——0 xo— e X——0o0 X——0o0
la droite (d') d'équation y = x + 1 est asymptote oblique a C en — o. Xlirﬂo fx)=(x=1) _ lim T 0. Donc
X —+ 0

la droite (d) d'équation y = x — 1 est asymptote oblique a C en + .
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4. Pour étudier la position relative de la droite (d) par rapport a C, on détermine le signe de f{x) — (x + 1) = — :1
e
qui est strictement négatif puisque e¢* > 0 sur R . Donc la droite (d) est au-dessus de C.
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De méme, la position relative de la droite (d') par rapport a C, est déterminé par le signe de fix) — (x— 1) = o
e
qui est strictement positif . Donc C est au-dessus de la droite (d').
oy
5. L'ensemble de définition de la fonction fest centré en 0, et pour tout réel x, f(—x) =—x — e_x+ " =
1
7_ 1 1 X X 1 X
—-X— ¢ =—Xx- e\_ =—-Xx+ ex =—(x— e\‘ ) = — f{x). Donc la fonction f est impaire.
1 1 I+e e +1 ’
eX
6. Donc C admet l'origine comme centre de symétrie.
7. La fonction f est dérivable sur R comme somme et quotient de fonctions dérivables.
X ,\‘+1 X x_l 2 x ,\‘+1 2_2 X 2,\‘+1
Etf'(x):l—e(e 3 ez(e ) =1- Xe 5 = le X) 2e = ex, 5 > 0. Donc la fonction fest
(e"+1) (e"+1) (e"+1) (e"™+1)
strictement croissante sur R.
8. Le tableaue%ijar Yarlatlolns sur R : o x| —oo +oo
9. f'(0) = = —et fl0)=0- =0. D'ol une équationde la | ¢ + _
1'0) @S] 2 A0) o q ')

N , X +o0
tangente T & la courbe C en x =0 est y = f'(0)(x — 0)+ f(0) = 5 - fx) /
10. Pour étudier la position de la tangente T par rapport a la courbe C, il —00

X e —1 X X e —1
suffit d’étudier le signe de fix) - = =x— - = == - .
gredef - g = T T2 T e

On étudie les variations de la fonction g dérivable sur R comme somme et quotient de fonctions dérivables ; g'(x)
1 2" F1)7-2¢" ! , _ _

= = — — ¢ 5 = le X,) 26 = —— > 0 donc la fonction g est strictement croissante sur R. De plus,
2 (e'+1) 2(e"+1) 2(e"+1)

g(0) =0, donc la fonction g est négative sur ]— oo ; 0] et positive sur [0 ; +oo

Donc T est au-dessus de C sur |- oo ; 0] et C est au-dessus de T sur [0 ; +oo].

1
il suffit

11. Pour montrer que, pour tout réel a, le coefficient directeur de la tangente en x = a est supérieur a 51



1
de montrer que pour tout réel a, f'(a) = 5> soit m = 5 :cette inéquation est équivalente a
e

2(e* + 1) = (e*+ 1)*, équivaut & 2¢* +2 = e* +2e"+ 1,
équivaut a ¢* —2e"+ 1 = 0, équivaut a (e* — 1)*> = 0, ce qui
est vérifié pour tout réel a. Donc, pour tout réel a, le coefficient

. oo
directeur de la tangente en x = a est supérieur a 7"

Tracé de C, (d), (d"), T : /

EXERCICE 2 : 1. On considere les suites (u,) et (v,) définies . /
k=n
1
surN*paru,,:Z—et Ve =U, + — )
i-1 k n a 2
a) Montrons que (u,) est croissante : pour tout n € N*, 7 /
k=n+1 =
Y1 1
Up+1— z_ Al;—n_"_l >0
Montrons que (v,l) est croissante : pour tout n € N*,
k=n+1 k=n
1 1 1 1 2n—(n+1) n—1 )
= — + —)= — — — = = > )
Ve Z Z::k n P R n n(n+1) n(n+1) 0sin>0
Donc les suites (u,) et (v,) ne sont pas adjacentes. On a tout de méme nllrfw (v,=u,) = Iim — = 0
n—-+ow
b) A l'aide d'un tableur ou de la calculatrice, on conjecture que la limite de (u,) est +oo.
k=n 1
2. On considere les suites (u,) et (v,) définies sur N* par u, = z — et v, =u,+ P
= k=n+1 k=n
. 1 1 1
a) Montrons que (u,) est croissante : pour tout n € N*, u, , ; —u, = — - z - = 5 >0.
= k =1 k (n+1)
k=n+1 1 1 k=n 1 1
S 1 N * — = - — — — =
Montrons que (v,) est décroissante : pour tout n € N*, v, ., — v, 2o + P (k:l B + . )

1 1 1 l+n+l 1 n(n+2)—(n+1) -1 , . ;
— s+t — - — =5 - — = 3 = 5 qui est du signe du numérateur,
(n+1) n+l n (n+1) n n(n+1) n(n+1)
donc < 0.

; _ .1 . .
De plus ,,lilio(v" ,) = lim — =0. Donc les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

n—+w
2

b) La limite de (1) est % ~ 1,645.

3. On considere les suites (u,) et (v,) définies sur N paru, =1+e " et v,= 1 —e".

a) Montrons que (u,) est décroissante : pour tout entier naturel 7,

Up1—U=1+e" ' —(l+e")=e"'—e"=e"(e' —1)<Opuisquee™' — 1 = -0,63.
Montrons que (v,) est croissante : pour tout entier naturel n,

Vpsr—W=l—e" ! —(l-e")=—e"14+e"=e"(—e ! +1)>0.

De plus nlir?w (u,=v,) = lim 2¢™" _ |im 2 0 puisque lim €' = 4oo,

S+ n n—+
n * n—+w € *©

Donc les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
py lim u, _ lim (1+e™) —

n—+oo n—+ow



