CORRIGE DEVOIR MAISON N° 6 TERMINALE S 2

EXERCICE 1 : On considere les fonctions f et g définies sur ]O ; +oo [ par fix)=Inx et g.(x) =k Vx ol k est
un réel strictement positif.
= Inx— Vx . Cette fonction est dérivable sur 10 ; +oo[ comme
somme de fonctions qui le sont, et la dérivée est L - 2o —ilx qui est positif sur ]O ; 4],

x 24x 2x
négatif sur ]4 ; +oo[ ; donc la fonction est croissante sur ]0 ; 4] et décroissante sur ]4 ; +oo [ ; elle admet donc un
maximum en x =4 qui vaut fi4)-g,(4)=In4-2=21In2 -2 =~ - 0,6 <0, donc cette fonction est strictement

négative sur J0 ; +oo [ et ainsi f(x) < g1 (x).

1. Pour tout réel x strictement positif, f{x) — g, (x)

2. Pour tout réel x strictement positif, f{x) — gos (x) = Inx—-0,5 Vx . Cette fonction est dérivable sur 10; +oo[
1 1 —
comme somme de fonctions qui le sont, et la dérivée est PR 44—\/} qui est positif sur JO ; 16], négatif
X X
sur |16 ; +oo ; donc la fonction est croissante sur |0 ; 16] et décroissante sur |16 ; +o [ ; elle admet donc un

maximum en x = 16 qui vaut f(16) — 20,5 (16) =In 16 —2 =4In2 — 2 = 0,8 > 0 ; de plus, pour tout réel x de]O ;+oof,
1 1 1

SX) = gos(x) = Inx-05+x = x _\/*—5 = x _n\/x .Ona lim nx =0, donc lim Inx

X

2 _E xo+w X x—+o© \/;
lim (f('x)_g()_j('x)) = —00 hm(f(x)_gos(-x)) = —00 lim .f(x) =_w et hn’é 80.5()6) =0.

VX
x>+ > x>0 x—0

Ainsi, la fonction x — f(x) — gos (x) est continue car dérivable et strictement croissante de ]0 ; 16] dans

Inx 1

=0, et

]-0 ;4 In2 - 2], et 0 € ]-o0 ; 4 In2 — 2], donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel «
dans ]0 ; 16] tel que flxx) — gos () = 0 ; de méme, la fonction x — f(x) — gos(x) est continue car dérivable et
strictement décroissante de]16 ; +oo [ dans ]-o0 ; 4 In2 — 2], et 0 € ]-0 ; 4 In2 — 2], donc par le théoreme des
valeurs intermédiaires, il existe un unique réel § dans ]16 ; +oo [ tel que fi) — gos(B) =0 ; a l'aide des variations
de f— gos , on trouve que cette fonction est positive sur [« ; B8], donc que l'inéquation f{x) > gos(x) admet
I'intervalle solution [« ; B]. A l'aide de la calculatrice, on trouve & ~ 2,04 et § =~ 74,19.

3. Pour déterminer un réel k tel que les courbes représentatives des fonctions fet g, se coupent en un seul point et
qu'elles aient la méme tangente en ce point, on doit trouver un réel a tel que fla) = g, (a), soitlna=k a ;ettel

1 1 2 4
que f'(a) = gi '(a), soit o= k a implique 74 kz_\ga implique 2 =k /¢ implique a = 2 etk # 0.

4 2
On remplace cette valeur dans fla) = g(a), on trouve In reke k " soit In4 — In(k*) = 2, soit 2In(k) = 2In2 — 2,

. 2 . 2 4 . . .
soit In(k) =1In2 — 1 =1n e soit k = E On trouve alors a = el ¢ . Le point d'intersection des deux courbes
est alors A(e? ; In(e?)),
soit A(e? ; 2). 3
2 A
Tangente commun
=




EXERCICE 2 : On considere les fonctions f et g définies sur ]0 ; +oo [ par fix) = Trx

~In( x+1 )=

1 .. .
gx)=— —-In(1 + — ). On peut écrire f(x) = Tx rx —In(x + 1) + In(x) ;

de mé€me g(x) = —In(1 + — ) = —1 —In(x + 1) + In(x).

1. a) Pour étudier le signe des fonctlons fet gsur]0;+oo [, on étudie leurs variations :

1
—In(1 + ;) et

Les fonctions fet g sont dérivables sur ]0 ; +oo [ comme somme et composée de fonctions qui le sont ;

1 1

—x—x(1+x)+(14+x)
+ —_ =
1+x

x(1+x)

-1
FO= g - x - x(14x)

strictement croissante sur ]0 ; +oo [ ; de plus, —

x—+o0 1+
fonction f est strictement négative sur ]0 ; +oo [.
© ~1 1 1 —(1+x)=xX+x(1+x)
X)=—73 - -
J X2 I+x x(14x)

x—+o0

T X(1+x)

. < 0 sur JO ; +oo [, donc la fonction

5 >0 sur |0 ; +oo [, donc la fonction fest

th =0, lim 1+% =1, donc lim f(x )=0;doncla

g est

strictement décroissante sur ]O ; +oo [ ; et lim ¢(x) =0 ; donc la fonction g est strictement positive sur ]0 ; +o [.

X =+ 00

1
— <In(x+ 1)

b) Pour tout réel x strictement positif, f{x) <0, donc o x —In(x) ;
1 1
g(x) >0, donc < > In(x + 1) — In(x) ; ainsi, pour tout réel x strictement pos1t1f < In(1 +x) —In(x) < T
. 1 1 1
2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose v, = —— + + ...+ —
n+1 n+2 2n
n v,
a) A l'aide d'un tableur, affichage des 10 premiers termes de la suite (v,) : 1 0,5
b) Conjecture : la suite (v,) semble croissante et converger vers un réel = 0,7. 2 ]0,58333333
3 10,61666667
c¢) D'apres la question 1, pour tout entier naturel #» non nul, 4 |0,63452381
1 5 10,64563492
1 <In(l+n)—-Inn) < — 6 10,65321068
1 1 7 10,65870518
< - <
) In(2 + n) —In(1 + n) | 8 10,66287185
1 1 9 10,66613982
< - <
3 In(3 + n) —In(2 + n) ) 10 1 0,66877140
11 10,67093591
| 12 10,67274750
— < In2n)-In(2n-1) < 1 13 10,67428596
1 14 10,67560871
<InQRn+1)-In2n) < — 15 10,67675814
2n+1 2
En faisant 1 4 sres i linéealité d h ¢ 16 |0,67776620
n alsa? a somlme esn prer;ueres ignes avec l'inégalité de gauche, on trouve que 17 10.67865747
V= +...+ — <In(2n) —In(n) = In2 . 18 |0,67945112
n+1 n+2 2n
En faisant 1 d d li I'inégalité de droit t 19 10,68016236
n faisant la somme des n dernieres lignes avec 1'inégalité de droite, on trouve que 20 10.68080338
N 2n+1 Lo 2n+1
In2n+ 1) -In(1 +n) <v,,dou In 1 < v,.Ainsi In 1 <v, < In2
. . 2n+1 . n+1 L lim v
d) On sait que lim =2,donc lim In = In2. Par le théoreme des gendarmes, n =1n2.
n—+w I’l+l n—+ow +1 note
EXERCICE 3 : 1. On considere le nombre complexe z = y2+2 +iy2—12.
A)Onazz=(\2+V2 +i2—V2)=2+ V2 +2i\2+V2 22 —-(2- ﬁ)=2ﬁ +2i\(2+V2)(2=\2) =

22 +2ia—2=22(1 +i).

Le module de z* est égal 2 2 J2 2 =4etun argument est égal a % .Douz?=4

LT
‘T
et

b) On en déduit la forme exponentielle complexe de z : z =2 e’% . (La solution -2,

partie réelle et la partie imaginaire de z sont positives).

'8 n'est pas retenu, car la




¢) On en déduit les valeurs exactes de cos( % ) et sin( % ), puisque z = 2(cos( % ) + i sin( % )
\/2+\/§ et sin( T )= \/2_\/5

2 8 2
2. On considere le nombre complexe z = x + iy ot x et y sont des réels positifs et z* = V3 +i.

il vient cos( % )=

1
a) Le module de z* est égal a \/(\/5)2+ 12 =2 etun argument 9 vérifie cos(0) = % et sin(0) = ) ;

T i
soit 0 = 3 [27r]. La forme exponentielle complexe de z” est 2 s

b) On en déduit la forme exponentielle complexe de z = /2 e’% .

¢) Si z=x + iy, alors > = x> — y* + 2ixy. La partie réelle de z> est x> —y>= /3 et la partie imaginaire est 2xy =1 ;
[ X+ y2 =2

P yz 3.

2xy=1

le module de 72 = 72l = IzI* = x* + y* = 2. D'ou le systéme

d) En faisant la somme des deux premiéres équations, on obtient 2x*> =2 + /3 , soit x> = 2 +2\/§ etx= 2+2\/§ ;

En faisant la différence des deux premieres équations, on obtient 2y> =2 — /3 , soit y* = 2_—2\/3 ,ety= 4 %

La forme algébrique de z est \/2”5 +i\/¥.Enfait, 202+ @):(1+ V3)iet22— V3)=(1- 3 )

donc 2+ 3 = 1+\/— d'oll \2+3 = 1+\f :de méme 2 -3 = tz = 1413 +1i V3=

2 2

T )
= = etsin(— )= = = =
—— " 22 4

242 4 12

e) On en déduit les valeurs exactes de cos( E ) et sin( E ):
3—-1 — —
n Bl G gea
cos( i) )= 2 = .
\/



