CORRIGE DEVOIR SURVEILLE N° 5 TERMINALE S

EXERCICE1: 1.AB*=lb-al’P=R2+iP=4+1=5;
AC*’=Ilc—al’=11+2iP=1+4=5.
AB?=AC? == AB = AC == ABC est isocele en A.

1 .
2.ZI= 5+ El.
Z—17 . . Z— —_— C e
a) est un réel si et seulement si arg ( =0[m]==( AM , IM ) =0 [m], ce qui signifie que les
Z—d Z—d

points A, I et M sont alignés.

Les points M appartiennent donc a la droite (IA) privée du point A.

b) D’apres la question précédente le réel solution est I’abscisse du point commun a la droite (Al) et a ’axe des
abscisses. L’équation de la droite (Al) est y = x + 3, donc y = 0 entraine x = -3.

3 3

C) Iz =zu—-a= E+ 5i+l—2i= §+ Ei.
OnaAIQ:g+g:§ . Donc Al = &

4 4 4 2

On peut donc écrire Zz; = & Q+ i Q = A
2 2 2
cos | | +isin || = ﬂ G
4 2 €

3. a) Le point G a pour abscisse le réel solution de la question o
précédente. /_3 > -

C’est donc un point de la droite (AI) contenant le sommet principal
A et le milieu du c6té opposé du triangle isocele. Cette droite (Al) est
donc hauteur, médiane, médiatrice et axe de symétrie du triangle
ABC.

On a vu que I’équation de (Al) est y = x + 3 ; le coefficient directeur de cette droite est égal a 1, ce qui correspond

. - — T

aunangle (u , AI) de 7

Il existe donc deux rotations de centre G qui transforment A et I en deux points de 1’axe des réels :
. , T . , 31

La rotation r; d’angle — — ; et la rotation r, d’angle —— .

4 4
r; est bien la premiere rotation de la question précédente.

Son écriture complexe est : 7' — 76 = e'? (z—zg)soit z'—(=3) = eli (z—(=3))soit z'=-3+ e’? (z+3).

b) Une rotation conserve les longueurs et les angles ; donc 1’image de (Al) , axe de symétrie de (ABC) est ’axe de
symétrie de A’ B’ C' soit (A'T') .
Donc B’ et C’ sont symétriques autour de 1’axe des abscisses et donc sans calcul, b= ¢ .

EXERCICE 2
Partie A : Soit u la fonction définie sur |0 ; +oo[ par u(x) =x>—2+In x.
1. La fonction u est dérivable sur ]0 ; +oo[ comme somme de fonctions dérivables et pour tout réel x strictement

positif, u ' (x) =2x + rE Pour tout réel x strictement positif, # ' (x) > 0 comme somme de termes positifs (dont

I’un est non nul), la fonction u est donc strictement croissante.
lim (x°=2) = yoper M In(x) — L0 gone M u(x) = 4o
x>+ X—+ow

xX—+o0

lim (x°=2) _ et ImIn(x) _ _ o gope limu(x) - _o

x—0 0 x—0

lim u(x)

= +o0) et des valeurs
x—+o

2. a) La fonction u est continue sur ]0 ; +oo[, elle prend des valeurs positives (car

lim u (x)

x—0

négatives (car = —o0), selon le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction u s’annule au moins

une fois. Comme de plus, la fonction est strictement croissante, elle ne s’annule qu’une seule fois. Donc I’équation
u(x) = 0 admet une solution unique sur ]0 ; +oo[. On note a cette solution.



b) A I’aide de la calculatrice on remarque que u(1, 31) <0 <u(1,32)donc 1,31 <a<1,32
3. Puisque u est croissante sur ]0 ; +oo[, pour tout x [1]0 ; o[, u(x) < u(a) donc
u(x) < 0 et pour tout x > a, u(x) > u(a) donc u(x) >0
4.u(a)=0==0>-2+In(a)=0==In(a) =2 — o*.
Partie B : On considere la fonction f définie et dérivable sur ]0 ; +oo[ par f(x) = x>+ (2 — In x)*.

-1 2 2
1. Pour tout x de ]0 ; +oo[, ' (x) = 2x +2%(2—In x)x - =3 x*=2+Inx)= " u(x) .

< étant toujours positif sur J0 ; +oo[, f' (x) est du signe de u(x), donc est strictement négative sur 0 ; af, et

strictement positive sur Ja ; +oo[ et s’annule en o. La fonction fest strictement décroissante sur ]0 ; a] et
strictement croissante sur [o ; +oo[ et atteint un minimum en o.

nm(ﬁ)=+wetum(z—mum2=+wdmmiftfu)=+w

x—40 X =+

lim (x°) — 0 et lim (2—1In(x))’ — +oo donc 1M f(x) = 40,
x=0 x=0 x=0

Partie C

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O, 7 , j ), on note :
* I" la courbe représentative de la fonction In (logarithme népérien) ;
* A le point de coordonnées (0 ; 2) ;
* M le point de I" d’abscisse x appartenant a ]0 ; +oof.
1. Le point A a pour coordonnées (0 ; 2) et le point M(x ; In x), donc AM? = (x — 0)* + (In x — 2)* = f (x)
2. Soit g la fonction définie sur JO ; +oof par g (x) = V f(x) .
a) La fonction étant strictement croissante sur son ensemble de définition, et la fonction f prenant des valeurs
toujours positives, les fonctions fet g = \/? ont méme sens de variation.
b) La fonction g atteint donc son minimum en o. La distance AM est donc minimale pour x = a soit au point
P(a;Ina). Orlna=2 - o’donc P a pour coordonnées (a ; 2 — a?).
C)AP’=(a -0 +2-0>-2)"= a*+a*,donc AP = o \1+0a> (car a>0).

.. . . - . Yp— ¥
3. Latangente a I' en P a pour coefficient directeur L et la droite AP a pour coefficient directeur e
X P ta

2—o’=2 . . . .
LO = —a. Le produit des deux coefficients directeurs donne —1, la tangente I" en P et la droite (AP) sont

o—
perpendiculaires.
EXERCICE 3

. . . 1 1 1
1. Proposition 1 : Vraie : Quel que soitn € N, i 1)(ne2) = n+l " ni2 , donc
1 1 . C e :
thy1=t, + — — . En écrivant cette égalité pour n =0, 1, ..., n, on obtient :
n+1 n+2
1 1
L=0+ T — 5
L =hH+ ! !
2 — 4 2 - 3
1 . N T
t,=t,., + P , soit par somme membres & membres et simplifications :
1 n
=1- ntl - n+l”

2. Proposition 2 : Vraie : Les suites (, ) et (v, ) sont adjacentes : elles convergent et ont la méme limite .
Comme u, < w, <v, ,dapresle théoreme des « gendarmes », la suite ( w, ) converge vers la méme limite .

n+1

+2

3. Proposition 3 : Vrai : x, =In =In(n + 1) — In(n + 2); alors

k=n
S, = Zxk =In2-In3+In3-Ind+...+In(m)-In(n+ 1)+In(n+1)—In(n + 2) =In2 - In(n + 2) ;
k=1

or lim In(n+2) _ +o0 ; donc W= — 0.

n—-+o n—+ow



EXERCICE 4

Partie A : un modele discret
2

X
l.a)Onaf(x)=2x- 10

fonction f est donc croissante sur [0 ; 10] et décroissante sur [10 ; 20].

b) Sur [0 ; 20], Ie maximum de fest donc f(10) = 10, f(0) = 0 et f(20) = 0 sont les minimums de f .

On a donc quel que soit x € [0 ; 20], f(x) € [0; 10].

¢) Voir ci-dessous.

2. Initialisation : Ona u; =f(uy) =f(1)=2-0,1=1,9; Onabien0 < uy < u; < 10.

Hérédité : Supposons qu’il existe une valeur n pour laquelle 0 < u, < u,,; < 10.

On a vu que sur 'intervalle [0 ; 10], le fonction f est croissante, donc u, < u,,, entraine flu,) < flu,,)
soitu,,; < u,,, . De plus d’apres la question 1. b. quel que soit un nombre dans I’intervalle [0 ; 20] et a fortiori
dans I'intervalle [0 ; 10], son image par f et elle aussi dans I’intervalle [0 ; 10].

, ,doncf'(x)=2— % Onaf'()=>0==x<10et f'(x)<0==1x>10.La

On adonc bien 0 < u,,; < u,,, < 10. La démonstration par récurrence est terminée.
3. On vient en fait de démontrer que la suite (u, ) est croissante. Comme elle est majorée par 10, elle converge
vers une limite / inférieure ou égale a 10.
Comme la fonction f est continue on obtient par passage a la limite :
12
1=2]- 0 == 10l-F=0==[(10-)=0==1=0o0ul=10.

[ =0 n’est pas possible car u, =1 et la suite est croissante. Donc nliTm U, =10.
Partie B : un modéle continu
1 1 . -y —y(10—y)  —10y+y’ -1 1 —z 1
lLayz= — ==y = — .zestdérivableetz = —7 = = =—— 4+ = = — + -
)2= Y=t e 20’ 20 w 207 2 T 20
1
b. Une solution constante évidente de (E,) est z = )
—1 1
Les solutions de 1’équation différentielle (E,) sont les fonctions z(x) = K ET” + 0
v
Les solutions de (E) sont donc les fonctions y(x) = K ;zl"'_i_ 1 .
e 2
10
b |
. 0
2. g est une solution de (E) telle que g(0) =1 == Ke5+L =]le= K+0.1 =1]le=
10
1=K+0,1] ==K =0,9.
1 10
Finalement g (x)= 9 %lx 1 = %1 B .
10 10 9e +1
— 1 _—lx -1
—10><9><(—)ez 4567)
3.0nag'(x)= 2 = ——— . Cette dérivée ne comportant que des termes positifs est
3 -
(967'Y+1)2 (962 +1)2

positive : la fonction g est donc croissante sur [0 ; +oo].
-1
4.0na lim e® =0,donc xlil?x g(x) 210, Ceci signifie qu’a long terme le nombre de foyers équipés de
x—+o
téléviseurs a écran plat va se rapprocher de 10 millions.
10 -1 —1 —1
5.1l faut résoudre I’inéquation g (x) >5 == -1, >5e= 9e7”+1 <2 == 967”‘ <l == 27 <
9¢% +1
-1

== 7X<h’l

== x> 2In 9 soit environ 4,3 ans ou en 5 ans a 1 an pres soit en 2010.
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