Corrigé devoir surveillé du 2 avril 2011 Terminale S

Exercice 1
Partie A

1. f’ étant définie et continue sur [0 ; 1] est intégrable sur cet intervalle et
1
: _ L) o)=L _o=L
/0 J(@) de=[f@)lh= F(1) = f(0) =5~ 0=

2. On sait que sur [0 ; 1], la courbe (C) est au dessus du segment [OA] ; intégrale de f sur [0 ; 1] égale a
Paire de la surface limitée par (C) et les droites y =0,z =0 et x =1, est supérieure a l'aire du triangle

1 1
OIA (avec I(1 ; 0)). Cette aire est égale a Olx1A _ 1X5 :4%. Donc / flz)dx > 4ie'
0

2 2
Partie B
1. On sait que lim e =0, lim z"e =0, quel que soit n € N.
Tr— 400 r—+00
De plus lim 2?=0, donc lim f(z)=0.
Tr—+00 Tr—+00

L’axe des abscisses est donc asymptote horizontale & C au voisinage de plus l'infini.

2. g fonction polynéme est dérivable sur [0; + o[ et sur cet intervalle g’(x) =3z + 2z + 1.
Or 3z2+2x+1:3(z2+§x)+1:3(z+%)2*%+1:3(z+%)2+§>§>0.
Conclusion ¢'(z) > 0= g est croissante sur [0; + oo

On a g(0)=—1et g(1) =2. Comme la fonction est croissante sur [0 ; 1], ’équation g(z) =0 a une
solution unique sur [0 ; 1], donc sur [0; + ool

3.
a. f est de la forme %7 avec u=ze “et v=22+1. Deu'=e (1 —2),v" =2z et f’:%7 on
—z(1 _ 2 p—x
en déduit que f'(z) =2 a I)((Iﬁilf)? re "X2% ui est du signe du numérateur donc de
e " (1—xz)(2?+1)—we " x2z=e (22 +1—-2® -z —22?)=e (-2’ —2—2+1) ou
encore de —z® —a?—x+1=—(2®+2?+x—1)=—g(z); f' et g ont donc des signes con-
traires.
b. On a vu que sur [0;a], g(z) <0, donc f'(x)>0= f est croissante sur [0; a] et sur [a;+ oo,
g(x) >0, donc f'(x) <0= f est décroissante sur [a; + oo].
4.

a. Il est évident que quel que soit x € [0; + oo, (zf1)2>0¢>z2+172z>0<ﬁ>x2+1>2z¢>%>
x T <1
x24+1 12+1\5'

b. Onaz>0& —2 <0< e *<e (par croissance de la fonction exponentielle) < e~ % <1<
xe™*® x
241 S 2241°

) L . o z _ 1lu’
En posant u(xz) =x*+ 1,uest dérivable et u'(z) =2z. Donc il

2n 2n — 2n
e ” 1 _, s .
On a donc u, = flz)dz= /n xQ—de < /n 5¢ dz. (d’apres la question 4. a.)

Or /2n le*zdx: fle*z 2n:l[7e2"+e’"} Conclusion u <l(e*”7e’2”)
n 2 2 n 2 ’ T2 ’

c. Comme lim e "= lim e 2"=0, on en déduit par application du théoréme des gendarmes :

n——+oo n——+oo

lim u, =0.
n—-+oo

EXERCICE 2

PARTIE A : restitution organisée de connaissances



PARTIE B :

1.
a. f somme de fonctions dérivables sur [1; 4 oo[ est dérivable et sur cet intervalle :
¢'(r) =22 —4x Inz — 22> X%:Z:{: —dxlnx —2x=—4xlnzx.
Comme z>1=1nz >0, il en résulte que sur [1;+ oo[, ¢’(x) <0 : ¢ est donc décroissante sur
[1; + ool.
b. ple)=1+e?>—2e*xIne=1—e?>~—6,4. D’autre part p(1)=1+1-2x0=2.
La fonction est décroissante sur [1;¢], p(e) <0 et ¢(1) >0, donc la fonction ¢ continue car déri-
vable s’annule une seule fois en « € [0; 1].
La calculatrice donne : ¢(1,8)~0,4 ; ¢(1,9)~ — 0,02, donc : 1,8 << 1,9.
c. La variation de ¢ montre que : sur [L;af, o(x)>0; @(a)=0; sur |a;+ oo, p(z) <O0.
2.
a. Le dénominateur ne peut s’annuler, donc f quotient de fonctions dérivables sur
[1; + oo est dérivable et sur cet intervalle :
1 2
, o x(A+42%)—2zlnz  1422-222Inz _ o(z)
f (1")7 (1_;’_12)2 - $(1+I2)2 - $(1+I2)2 .
b. De la question 1. c. on déduit que :
- sur [1;e], f/(z) >0 : la fonction est croissante sur cet intervalle ;
- f)=0;
- sur Ja; 4+ oo[, f/(x) <0 : la fonction est décroissante sur cet intervalle.
c. Onaz?<a?+1 @ﬁ < % et en multipliant par Inz > 0, car x > 1, on obtient :
In In . In
Trar S e soit f(z) <7
De plus sur [1;+oo[,Inz>0et 1+ 2%>1>0, donc f(x)>0.
Finalement : pour tout x appartenant a l'intervalle [1;+ ool on a : 0< f(x) < 1221
d. On sait que lim 1n_2x =0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes ’encadrement précédent
r—+4oco T
montre que lim f(z)=0.
T —+00
3.
a. Posons :
uw(zr) = lnz u(z) = %
— 1 1 :
v'(z) = v(z) =——

Toutes ces fonctions étant continues car dérivables sur 'intervalle [1; €], on peut intégrer par
parties :

¢lnz 11 ¢ 1 Inz 11° Ine 1 Inl 1 2
—dr=| —Inzrx—| - -dr=-———-——| =—— | — -~ |=1-=.
1z T |y 1 T x T |y e e 1 1 e

b. Puisque 'unité d’aire est égale & 1 cm?, on sait que l'intégrale précédente est égale a A.
On a vu que 0< f(z) < 12_217 donc d’aprés la restitution organisée de connaissances de la partie
A ona OgAglf% (soit & peu pres 0 <.A<0,265.
EXERCICE 3
1.
a. zA:—2i22e_i%. 2p=—+3+1 donc |zB|2:3—|— 1=4=2=|z|=2.

On peut donc écrire zg = 2( — @ + 1%) = 2(c0s 5% + isin%ﬁ) =2¢'s.



V3

On a de méme |z¢|=2, d’ou zc= 2(7 5

+i%) :2(Cos%+isin 1) = Qe%.

b. za, 2B et z¢ ont pour module 2, soit OA = OB = OC= 2, ce qui signifie que A, B et C appar-
tiennent au cercle I' de centre O et de rayon 2.

a 2B—2A _ —V3+i+2i _ —V3+3i _ (—v3+3i)(vV3-31) _ —3+6ivV3+9 _ 6+6v3i

1+i‘/§:l+i§:

2c— za V3 4i42i V3 +3i (V3 +31) (V3 — 3i) 3+9 12 2 2
s T
s o . s 1
— —_— 3
cos 5 +isins=es.

b. Le résultat précédent peut s’écrire : zg — 24 = eig(zc — za) : cette égalité signifie que B est
I'image de C dans la rotation de centre A et d’angle %

Le triangle ABC est isocéle en A d’angle au sommet g ; tous ses angles sont donc égaux et le
triangle (ABC) est équilatéral (indirect).

a. Si M d’affixe z a pour image M’ d’affixe 2z’ par 7, on a : 2/ — 25 :e%(z —za).
En particulier si O d’affixe 0 a pour image O’ d’affixe 2/, alors : zo/+2i = e%(() +2i) ou encore
ror=—2i+ (3 +i% ) x (2) =—2i+i-VE=—v3 -1

b. On a zo/+ zc =0, ce qui signifie que O est le milieu de [CO’] qui est un diameétre de T

¢. L’'image de T" a pour centre l'image de O, soit O’ et pour rayon 2. On trace donc le cercle IV de
centre O’ et de rayon O’O.

d. Le point A appartient a I' ; c’est le centre de la rotation r ; il est donc invariant et appartient
donc a T'. De méme le point C appartient a I" ; son image par r est B qui appartient donc a I".

Les cercles ' et T ont en commun les points A et B.

|z] = peut s’écrire |z|= ce qui signifie géométriquement que

S+ VEH e (Vi)

OM =0'M < M est équidistant de O et de O, c’est-a-dire que M appartient & la médiatrice
du segment [OO’] qui est donc ensemble (E).

b. Par définition de la rotation r, on a AO = AO’, donc A appartient & (E).

On vient de voir que B appartient au cercle I'” de rayon 2, donc O'B = 2 = OB. B est donc lui
aussi équidistant de O et de O’ : il appartient a (E).



EXERCICE 4

1.
a. 17 et P; étant équiprobables, p(11) = p(P1) =0, 5.
D’aprés ’énoncé la probabilité de prendre le toboggan aprés avoir pris le plongeoir est égale &
pp,(T2)=1-0,8=0,2. Toujours d’aprés 1'énoncé pr, (T2) =0, 3.
b. D’apreés le principe des probabilités totales :
p(T2) =p(TiNTo) +p(PiNTy)=0,5x0,34+0,5x 0,2=0,15+0,1=0,25=%.
c. L’arbre de probabilités :
d. Toujours d’aprés le principe des probabilités totales :
Unt1=D(Tn+1) =0(TnNThpy1) + (P NThp1) =up x 0,34+ (1 —uy) X 0,2=0,3u,+0,2—0,
2un, =0, luy, +0, 2.
e. La calculatrice donne u; =0,5; us=0,25; ug3=0,225; uys=0,225; us =0, 2225.
Il semble que u,, ait pour limite 0,222....
2.
a. vn+1:un+1f§:0,1un+0,2—%z%unjL%—%:%un—%:%(unf%):%vn.
La suite (vy,) est donc géométrique de raison %0 ; son premier terme est v =u; — % = % — % X 1—58.

N~}

. 1\l s5/71\71 2 51\ !
b. On sait que ’Unzvl(ﬁ) :E(l_o) . Comme Un=Un+ g3, onaun:§+ﬁ(ﬁ) .

n—1
1 . 1 . 2
c. Comme 0< o <L lim (1—0) =0, donc lim wu,=-=.

n—+o0o n—+oo 9

Or %: 0,222... ce qui valide la conjecture faite & la question 1. e.



